7. Samoorganizujice sa mapy

7.1 Uvod

V tejto kapitole sa budeme venovat dalSiemu zo zadkladnych modelov umelych
neurénovych sieti, zndmemu pod ndzvom SamoOrganizujuca sa Mapa (SOM), ktorej
autorom je Teuvo Kohonen [30]. Ako vyplyva uz z ndzvu, SOM patri do kategérie
modelov, ktoré sa ucia bez ucitela (samoorganizovane, angl. unsupervised learning), t.j.
algoritmus ucenia nemd informaciu o pozadovanych aktivitach vystupnych neurénov v
priebehu trénovania (ako napr. v algoritme back-propagation, kapitola 5), o ktoré by sa
mohol "opierat™. Ako v inych algoritmoch samoorganizacie, i tu adaptacia vah odzrkadl'uje
Statistické vlastnosti trénovacej mnoziny, ktord je sieti prezentovana vo forme vstupnych
vzorov (vektorov).

Specifickou értou SOM je to, Ze (pri splneni istych podmienok) umoziuje realizovat
zobrazenie zachovavajuce topologiu a zobrazit tak charakteristické priznaky (Crty)
trénovacej mnoziny dat. Za tymto uCelom s neurdny zoradené v pravidelnej, zvicsa
dvojrozmernej alebo jednorozmernej Struktire (mriezka alebo retaz). Takto uvazované
usporiadanie neurénov predstavuje vystupny priestor, v ktorom vzdialenost dvoch
neur6nov je obycajne dand euklidovskou vzdialenost'ou vektorov ich sturadnic v uvazovanej
Struktire. Zobrazenie zachovavajuce topologiu, ktoré vznikne po natrénovani SOM, ma
doélezita vlastnost: T'ubovolné dva vzory blizke vo vstupnom priestore evokuju v sieti
odozvy na neurénoch, ktoré su tiez fyzicky blizke (vo vystupnom priestore).

Fenomén topologického zobrazenia priznakov (angl. feature mapping) ma vyrazné
zastupenie v biologickych neurénovych sietach, konkrétne v mozgoch vysSich cicavcov i
Cloveka [23]. Topografické mapy, ktorych existencia bola zistena v jednotlivych Castiach
mozgu, hlavne mozgovej kory, predstavuju efektivny spdsob reprezentacie dolezitych
parametrov vstupnych dat. Jednd sa o mapy, ktoré bud’ priamo reprodukuji periférnu
reprezentaciu, tzv. projekéné oblasti (napr. mapa povrchu tela), alebo reprezentované
parametre su nejakym spdsobom vypocitavané. Ako priklady mozno uviest’ vizualne mapy
(napr. mapa orientacie Ciarovych stimulov), sluchové mapy (napr. mapa frekvencii a
amplitud akustickych stimulov), a tieZ mapy v motorickej oblasti (napr. riadenie pohybu
oc¢i). Komplexnej$im prikladom je mapa pozicii zdroja zvuku, ktord sa "pocita" z
jednoduchsich sluchovych map. Z toho vyplyva, Ze mozgova kéra je do znacnej miery
priestorovo organizovand a Ze je pre nu charakteristickd lokdlnost odoziev na vstupné
podnety.

Dalgou skutognostou potvrdenou experimentalne je fakt, Ze topografické mapy nie su
uplne vyvinuté uz pri narodeni, ale formujt sa v poc¢iatocnych Stadiach vyvoja v dosledku
zmyslovej skusenosti. Inymi slovami, hoci usporiadanie jednotlivych Casti mozgu a ich
funkcie st dané geneticky, je tu priestor i pre modifikovatelnost tychto Struktiur. Navyse je
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evidentné, ze proces modifikéacie prebieha na zéklade podnetov prichadzajucich z okolitého
prostredia, a teda z pohl'adu spdsobu ucenia prebiecha samoorganizovane.

Uvedené fakty boli inSpiraénym zdrojom pre snahu simulovat’ proces samoorganizacie
pomocou vypoctového modelu. Navyse, ako sa neskdr ukazalo, model SOM vdaka svojej
relativnej jednoduchosti a ilustrativnosti nasiel uplatnenie pri rieSeni roznych praktickych
problémov, kde sa vyuziva topologické zobrazenie, ako napr. pri rozpoznavani vzorov
(najmi hlasok reci), v robotike (transformacia suradnic, generovanie modelu prostredia),
kompresii obrazov, riadeni procesov v priemysle, optimalizaénych ulohach, ¢i spracovani
prirodzeného jazyka. Pomerne rozsiahly zoznam aplikacii mozno najst’ v [30].

7.1.1 Prvé biologicky inspirované modely

Jednymi z prvych, ktori sa zaoberali problémom topologického mapovania pomocou
neuronovych sieti, boli Willshaw a von der Malsburg [46]. V snahe porozumiet’ biologicky
zaujimavému problému — mechanizmu projekcie zo sietnice na mozgovi koru
(retinotopicky problém) — navrhli model neurénovej siete s architektirou ako vidiet' na
obr. 7.1a.

Receptivne bunky spodnej, vstupnej vrstvy (reprezentujlicej sietnicu oka, tzv. retinu) su
spojené s neurénmi mozgovej kory vo vystupnej vrstve, a to sposobom kazdy s kazdym.
Okrem toho, neurény vo vystupnej vrstve obsahuju nemenné lateralne (bocné) prepojenia,
ktoré sa vzajomne privadzaju na vstup neurénov v ramci lateralneho dosahu. Sila vplyvu
tychto prepojeni, reprezentovana synaptickymi vahami, sa so vzdialenostou od neurénu
meni podla profilu tvaru mexického klobika. Ako vidiet' na obr. 7.2, lateralna interakcia
ma excitacny G¢inok pre blizke neurdny, a v mensej miere inhibicny u¢inok pre navzajom
vzdialenejSie neurdny. Vstup kazdého neurdénu vo vystupnej vrstve je teda suctom dvoch
vahovanych zloziek: doprednej (od neurénov vstupnej vrstvy) a spatnovazbovej (z vystupov
okolitych neurénov v mape, vahovanych podla spominané¢ho profilu). Vstupnymi vzormi
boli rézne tzv. dipolové stimuli, t.j. dva susedné receptory na retine aktivne a ostatné
neaktivne. Uenie bolo zaloZené na $tandardnom Hebbovom pravidle' s naslednym
normovanim vah. Vysledkom trénovania na dip6lovych stimuloch bolo ziskanie projekcie
typu pozicia verzus pozicia, s dodrzanou vlastnostou topologického usporiadania odoziev
VO vystupnej vrstve.

1 Hebbovo pravidlo je zalollené na principe zvySovania hodnoty synaptickych vah medzi neurénmi,
ktoré su synchronne aktivne, t.j. Aw; = y.y; (v spominanom modeli namiesto vstupného neuronu
figuruje receptor). Adaptuju sa vSetky spojenia, pri€om miera adaptacie teda zavisi od korelacie medzi
vystupmi oboch neurénov.
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Obrazok 7.1. Dva typy architektiry neurénovej siete na topologické zobrazenie priznakov. (a)
Biologicky in$pirovany model, napr. na simulovanie retinotopického problému. Vrstvy su uplne
prepojené, pre nazornost' st zakreslené len niektoré spojenia. (b) Konvenény model s
modifikovanou reprezentaciou vstupov, ktord vo vztahu k predchddzajucemu pripadu moze
predstavovat’ napr. stiradnice aktualneho stimulu (ak pouzijeme dvojrozmerné vstupy).

Treba spomenut’, ze ocakavany efekt topologického usporiadania by sa nebol dostavil, keby

Interakcia
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Obrazok 7.2. Profily vplyvu lateralnej interakcie: (a) Typ  mexického  klobuka.
(b) Zjednoduseny profil pouzivany v simuldciach. V oboch pripadoch je dany profil spitnovizbovych
prepojeni rovnaky pre vSetky neurony, hodnota konkrétnej vahy je funkciou vzdjomnej vzdialenosti
neurénov i a i*. dg, (dr ) oznacuje dosah laterdlnej excitacie (inhibicie), Yz, (y7 ) oznaCuje vahu excitacnej
(inhibi¢nej) synapsy.

bol len jeden receptor naraz aktivny. Simultdnna aktivita minimalne dvoch susednych
receptorov predstavuje redundanciu a umoziluje sieti zachytit’ korelacné, priestorové vztahy
na vstupe, ¢o je nutnou podmienkou pre dosiahnutie spravnej samoorganizacie.

K zaujimavému vysledku sa nasledne dopracovali Takeuchi a Amari [43], ktori
analyzovali modifikovanu verziu spominaného modelu v jednorozmernom pripade. Zistili,
ze k topologicky spravnej organizacii na vystupe dochadza za predpokladu, Ze excitacna
Cast’ mexického klobuka je dostatocne Siroka v porovnani s vel'kostou (Sirkou) lokalnych
vstupov. V opacnom pripade je konfiguracia nestabilnd a prejavuje sa existenciou tzv.
stipcovych mikrostruktir.

Projekcia typu pozicia verzus pozicia nie je jedinym typom, ktory bol Studovany. ESte
skor sa von der Malsburg [32] venoval pribuznému biologicky zameranému problému —
simulédcii formovania orientacnej selektivity neurénov vo vizudlnej kore. Na rozdiel od
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predchadzajiiceho modelu, tu islo o projekeiu typu uhol orientacie versus pozicia, pri ktorej
boli stimulom d&iary roznych orientacii vo vstupnej vrstve (t.j. v poli receptorov),
prechadzajice jej stredom (obr. 7.3a). Obr. 7.3b ilustruje situaciu vo vystupnej vrstve po
natrénovani. Je vidiet, Ze preferovana orientacna selektivita neurénov v mape sa meni
spojite (s obCasnymi skokmi), ¢o je pozorované i v biologickych sietach.
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Obrazok  7.3. Ilustrdcia  problému  orientacnej  selektivity = neurénov.
(a) Jeden z ¢iarovych stimulov pouzitych v modeli [32] pocas trénovania. (b) Pole
orientacne selektivnych neurénov po natrénovani. Ku kazdému neurénu je prikreslena
Ciarka takej orientacie, pri ktorej je dany neurdn najviac aktivny. Prevzaté z [10].

7.1.2 Formovanie lokalnych odoziev vplyvom lateralnej spdtnej vizby

Je uzitoéné ozrejmit’ si, aka ulohu zohrdva laterdlna spdtnd vidzba v spominanych
samoorganizujucich sa modeloch pri formovani vystupnej aktivity neurénov. Jej vplyv
mozno najlepsie ilustrovat’ na priklade. Pre jednoduchost budeme uvazovat’ jednorozmerny
pripad, t.j. receptorové bunky i neurény vo vystupnej vrstve zoradené v retazi. Nech vektor
y oznacuje distribuciu aktivit jednotlivych neurénov vo vystupnej vrstve (retazi) a zlozky
vektora net oznacuju analdgie postsynaptickych potencialov. Dynamiku takejto siete mozno
popisat’ rovnicou

y(t+1) = S[net] = §[z+ L- y(1)] (7.1)

Na vstup sa teda privedie lokalny stimul x (aktivita receptorového pol'a), vypocita sa
pociatocna vnutorna aktivita vystupnych neurénov z = W.x, kde W je matica vah medzi
receptormi a neuronmi, a lateralna spétna vézba sa necha niekol’ko iteracii posobit. Je dana
symetrickou maticou L, koeficienty ktorej mozno jednoducho ziskat' z profilu na obr. 7.2b.>
Vektorova funkcia S, pozostavajuca zo sigmoid, zabranuje nekoneénému narastu vystupne;j
aktivity.

2 V simulaciach sa poulliva zjednodusSeny profil lateralnej spétnej vézby, ktory ma v8ak kvalitativne
rovnaky efekt ako pévodny "mexicky klobuk". Excitatné synaptické vahy su pri zjednoduSeni
reprezentované kladnou konstantou, inhibi¢né zapornou.
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Vplyv lateralnej vizby vyjadreny vztahom (7.1) je v konkrétnom pripade ilustrovany na
obr. 7.4a-c. Vo vsetkych troch pripadoch bola vstupnym stimulom retaze zlozenej zo 100
neuronov aktivita x gaussovského tvaru (znazornena ¢iarkovane) so zlozkami generovanymi

podla vztahu x(i)=1- eXp(—(i— 50)2 /2.302), pre jednoduchost’ i=1,2,...,100, t;j.
dimenzia vstupu rovna pocétu vystupnych neurénov. Vystup y kazdého neurdénu bol ohra-
ni¢eny sigmoidalnou funkciou tvaru y = s(net)=10/ (1 + exp(—2 -(net-— 2.5))) . 'V snahe

poukazat’ len na vplyv spdtnej vizby mozno vztah (7.1) zjednodusit uvazovanim W= 1,
tj. ze aktivita receptorov sa priamo prenesie na vstup neurénov. Obrazky 7.4a-c
odpovedaju trom kvalitativne réznym pripadom vplyvu spdtnej vdzby (v zavislosti od
velkosti lateralnej inhibicie) pre tie isté hodnoty parametrov: d, =10, d =30,y, =0.032

(podla obr. 7.2b). V pripade (a) v,= 0,009; v pripade (b) 0,013; v pripade (c) 0,004.

Pri spravnom pomere excitacie a inhibicie (pripad a) ma siet’ tendenciu vytvarat’ "zhluk"
aktivit na vystupe, ktory sa vplyvom spitnej vizby zosiliiuje. Podobne, v dvojrozmernom
pripade mozno pozorovat’ narast "aktivacnej bubliny", ktord vznikd na mieste, v ktorom
mala pociatocna vystupna aktivita neurénov maximum. Plati, ze velkost’ aktivacnej bubliny
("zhluku" aktivit) zavisi od "pomeru sil" excitacnej a inhibi¢nej spitnej vizby: ¢im VACSi
vplyv excitdcie, tym vicSia bublina, a naopak. Ak je laterdlna inhibicia prili§ silna, k
vytvoreniu bubliny ned6jde a vystupna aktivita sa utlmi (pripad b). Prili§ slaba inhibicia
zase znamend "predimenzovanie" vystupnej aktivity (pripad c).

(b)

Obrazok 7.4. Vplyv lateralnej spitnej vizby na vystupnu aktivitu siete. Cislo nad krivkou oznacuje iteraciu. (a)
Optimalny pomer lateralnej excitacie a inhibicie. (b) Lateralna inhibicia je prili$ silna. (c) Lateralna inhibicia je
prilis slaba.

7.2 Kohonenov algoritmus

Kohonenov model samoorganizujucej sa mapy, na ktory sa zameriame, predstavuje
vypoctové zjednoduSenie modelu Willshawa a von der Malsburga [46], a to v dvoch
krokoch. Prvy sa tyka nahrady lateralnej interakcie funkciou okolia neurénov, ktora je
zahrnutd v uc¢iacom algoritme: spitnovézbové spojenia, ktoré si navyse ¢asovo naro¢né na
simulaciu, v Kohonenovom modeli SOM nejestvuju, zato vSak kazdy neurén ma
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definovanych svojich fyzickych susedov. Druha uprava spociva v uvazovani reprezentacie
vstupov vo forme N-rozmernych vektorov s realnymi zlozkami (obr. 7.1b).

7.2.1 ED verzia algoritmu

Sposob akym sa zistuje pozicia primarnej odozvy v SOM na aktualny podnet sa nazyva
sutazenie. Vysledkom sutazenia v kazdom kroku (po predlozeni konkrétneho vstupu) je
vitazny neuron, ktory najviac reaguje na dany vstup x. Jednou moznostou je hladat’

maximum vystupu linearneho neurénu, t.j. /= arg max(w,Tx) , kde i* je index vitazného
neurénu. O tejto verzii sa bliz§ie zmienime v podkapitole 7.5. V zakladnej, ED (angl.
Euclidean Distance) verzii algoritmu SOM figuruje ind miera podobnosti: hl'ad4 sa neurdn,

ktorého véhovy vektor je najblizSie k aktudlnemu vstupu v zmysle euklidovskej
vzdialenosti:

i* = arg min|x— w;| (7.2)
]
Obe miery podobnosti vSak navzajom suvisia: hl'adanie max(wiTx) odpoveda hladaniu

min||x— W,-" za predpokladu, Ze v prvom pripade st vahové vektory w; normované (leZia

na povrchu hypergule). Vidiet’ to dobre z rovnosti
Ix—w,|? = X% - 2w] x+ |w/|? (7.3)

Kedze aktudlny vstup je nezavisly od i, a ||W,-||2 je konStantné vd’aka normovaniu, tak
neuron, ktorého vahovy vektor je najblizSie k vstupu x, je sucasne neuronom, ktorého
skalarny sacin w] X je najvacsi.

Po najdeni vitaza nasleduje adaptacia vah — ucenie. To zabezpeci, ze vahové vektory

vitazného neurénu a jeho topologickych susedov sa posunti smerom k aktudlnemu vstupu
podla vztahu

w,(t+1) =w,(t)+o(t)- h(i*,i)-[x(1) - w,(1)] (7.4)

Funkcia o(t)e (0,1) predstavuje uciaci parameter (rychlost’ uéenia), ktory, podobne ako v
inych algoritmoch pre neurénové siete, s ¢asom klesa k nule (napr. podla vztahu 1/z, resp.
exp(-kt)), ¢im sa zabezpeci ukoncenie procesu ucCenia. Funkcia okolia h(i%i) (obr. 7.5)
definuje rozsah kooperdcie medzi neuréonmi, t.j. kol'ko vahovych vektorov prisluchajucich
neuronom v okoli vitaza bude adaptovanych, a do akej miery.

Najjednoduchsou pouzivanou funkciou je pravouhlé okolie

1, akdy(*,)<A()

AL, i) = { 0, v ostatnych pripadoch (7.5)
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pricom d,,(/*, /) predstavuje vzdialenost typu “Manhattan” medzi neuréonmi i* a i v
mriezke mapy (tj. sumu absolutnych hodndt rozdielov ich stradnic). Na zaklade
numerickych simulacii dospel Kohonen k zaveru, Ze najlepsie vysledky sa dosiahnu, ak sa
velkost’ okolia s ¢asom diskrétne zmenSuje (priemer okolia odpoveda hodnote 2A(t)). Z
obr. 7.5 taktiez vidiet, ze v blizkosti okrajov mapy okolie nie je symetrické (tyka sa to
najmé pociatocnych faz algoritmu, ked’ polomer okolia je vdcsi), o ma za nasledok, ako
spomenieme v d’alSom texte, kontrakciu vahovych vektorov na okrajoch mapy.

—— o — — —

01010 00,0101 010
010100 6 0rO M
0|0 10 O O O Or Q! Ne(t;)
0}010.0.0 O 0} 0! Nyt

0100 0 0 0.0.0!0 ™ Ny

ONONORONONONONONG;

Obrazok 7.5. Priklad okolia vitazného neuronu i*, definovaného pre
rozne ¢asové okamihy, 1< 1< 13 .

Druhou ¢asto pouzivanou vol'bou je gaussovské okolie, ktoré mozno popisat’ rovnicou
d2(i*,i)

h(i*, i) = exp[—TmJ (7.6)

ONONONONONONG,
OO0OO0O0OO0OO0O0

kde dg(i*,i) predstavuje euklidovskil vzdialenost neurénov i* a i v mriezke, t.;.

de(i*,0) = |
(t) klesa s casom k nule, ¢im sa zabezpecuje zmensSovanie okolia pocas ucenia.

Algoritmus ucenia teda spociva v troch zakladnych krokoch, ktoré sa opakuji po
predlozeni kazdého vstupného vzoru, vybraného ndhodne z trénovacej mnoziny vzorov
(pociatocné hodnoty vah st ndhodné malé Cisla):

1) najdenie vitaza medzi neurénmi (vztah 7.2),

2) adaptécia vah vitazného neurénu a jeho topologickych susedov
(vztah 7.4),

rie— r,-||, kde r; oznacuje vektor sturadnic i-teho neurénu v SOM. Parameter A
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1) aktualizacia parametrov ucenia (h, o).

velkost okolia’A

-

1\ _a
|

faza uspdriadavania faza doladenia cas

Obrazok 7.6. Priklad vhodnej volby poklesu polomeru okolia a
parametra o pocas u¢enia SOM.

7.2.2 Volba parametrov ucenia

Spdsob, akym je vhodné upravovat’ velkost' okolia A i parametra udenia o je zhruba
znazorneny na obr. 7.6. Ako vidiet, v procese ucenia mozno rozlisit’ dve fazy. Poc¢as prvej,
nazyvanej fdza usporiadavania, klesa velkost’ okolia diskrétne s ¢asom. PoCas druhej fazy
— fazy doladenia — mozno ponechat’ najblizsich susedov sucast'ou okolia, az kym ucenie
neskonc¢i. Na funkcii poklesu parametra ucenia o v praxi az tak vel'mi nezalezi (pozri
podmienky (7.15) a (7.16)), dolezité je, aby to bola monoténne klesajuca funkcia z nejake;j
hodnoty blizkej 1, s malymi hodnotami (rddovo 0,1-0,01) pocas fazy doladenia. Moznou
vol'bou je napr. linedrna lomena funkcia (obr. 7.6), exponencialna funkcia atd’.

Na presnom pocte iteracii takisto nezalezi. Kohonen uvadza empiricky ziskanu pomocku,
podrla ktorej pocet iteracii ma byt minimalne 500-nadsobok poctu neurénov v sieti. Bezne sa
pocet iteracii pohybuje v rozmedzi radovo 10000-100000. Délezité je, aby pocas fazy
usporiadavania, pokial’ je eSte parameter o relativne velky, siet’ "stihla" spravne zoradit’
svoje vahové vektory, ktoré sa v zvySnom Case lokadlne doladia. Na zaklade simulacii sa
takisto ukazalo, Ze je vhodné rozdelit' celkovii dobu trénovania tak, ze na fazu doladenia sa
ponecha viac ¢asu ako na prvu fazu.

7.3 Priklady jednoduchych zobrazeni

Z matematického hl'adiska predstavuje SOM zobrazenie z mnoziny vstupnych vzorov na
diskrétnu mnoZinu neurénov, tj. &:Xc RjN —>3={i;1,2,...,n}, kde N je dimenzia

M I3 .« .23 , v . . .
vstupov, a n pocet neuréonov v sieti’. Takto mame do Cinenia s dvoma priestormi —

3 Ako vidie[l, v modeli SOM je vystupnéd informdacia reprezentovand inak ako v ostatnych modeloch ako

napr. viacvrstvovy perceptron, €i nejaka linearna dopredna siel 1. Namiesto vystupnej aktivity siete tu nas zaujima
len pozicia villazného neurénu. V snahe nazrie[] na SOM ako na systém realizujuci transformaciu @:X—Y i tu je
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priestorom vstupov X, ktory obycajne predstavuje cast euklidovského priestoru, a
priestorom neurénov, ktory je definovany topolégiou ich usporiadania (mriezka, retaz).
Kedze dimenzia vah je zhodna s dimenziou vstupov (ako vyplyva i z rovnice 7.4), mozno
vstupny priestor chapat’ sucasne ako priestor vah. Stav SOM sa vyjadruje vahovymi
vektormi a tie mozno zobrazit’ ako body v priestore vah. Situaciu znazoriuje obr. 7.7.

Priestor neurénov

Priestor vah

Obrizok 7.7. Princip reprezentacie stavu siete pouzity v modeli
SOM. Viéhové vektory — body v priestore vah — st vzéjomne
pospajané za ucelom znazornenia stavu ich usporiadanosti.

Spéjajuce Ciary medzi vdhovymi vektormi znazoriiuju skutocnost, ze kazdé dva spojené
vahové vektory prinalezia dvojici neurdénov, ktoré st bezprostrednymi susedmi v
mriezke. Pri pohlade na zobrazené¢ vahy takto dostavame vizudlnu informdciu o ich
rozmiestneni i vzdjomnom usporiadani. Podobne vo vystupnom priestore, neuréony nie su
fyzicky spojené, spojnice len znazortiuji ich vzajomné topologické vzt'ahy, s ktorymi stvisi
definované okolie.

mozné vypoeitavall vystupni aktivitu i-tého neurénu v tvare y;= f(||x— w,-||) , kde f je monotoénne klesajiica

funkcia. Tento alternativny pristup, v ktorom je vystupna informacia SOM reprezentovana celkovou aktivitou
vsetkych neurénov, t.j. vektorom y (a teda nie poziciou villaza i*) je vypoetovo naroénejsi, ale biologicky
prijatelnejsi [17].
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Obrazok 7.8. Priklady jednoduchych mnozin dat s rovnomernym rozdelenim v rovine (horna trojica
obrazkov) a stavy SOM (dolna trojica obrazkov) zobrazené v priestore vah po natrénovani (20000
iteracii). Ako vidiet, SOM aproximuje funkciu hustoty vstupnych dat.

1 50 1000

5000 20000

Obrazok 7.9. Usporiadavanie vahovych vektorov pocas trénovania na datach s rovnomernym
rozdelenim. Na prvych troch zaberoch vidiet, ze SOM sa nachadza vo faze usporiadavania, zatial' co
ostatné tri zabery uz odpovedaju faze dolad’ovania.
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o« - - . . B’ T e
Ak budeme pre zaCiatok uvazovat’, Zze mame dvojrozmerné vstupy X = [X,,Xg] , mdZeme

priestor vah priamo zobrazit’ v rovine. Na obr. 7.8 su priklady portrétov vah SOM (dolna
trojica obrazkov) ziskanych po natrénovani na datach s rovnomernym rozdelenim (horna
trojica obrazkov). V kazdom z prikladov boli pocas trénovania jednotlivé vstupné vzory
vyberané nadhodne z trénovacej mnoziny. Je vidiet’, ze vahy maju tendenciu aproximovat’
funkciu hustoty trénovacej mnoziny.

Na sekvencii obrazkov 7.9 je ilustrovany proces usporiadavania a dolad’ovania vahovych
vektorov SOM trénovanej na "Stvorcovych" datach. Je vidiet, Ze uz priblizne po Stvrtine
celkového poctu iteracii (20000) siet’ prechadza do fazy dolad’ovania.

Dal§im zaujimavym fenoménom, ktory je mozné u SOM ilustrovat, je rozdielny vplyv
pravouhlého (rovnica 7.5) a gaussovského (7.6) okolia, parametrizovanych hodnotou A.

(a) ®)

Obrazok 7.10. Rozdiel vplyvu (a) pravouhlého a (b) gaussovského okolia na vysledné
usporiadanie vah.

V4acsi rozsah gaussovského okolia mé za nasledok vznik "stiahnutejSej" reprezentacie pri
rovnakom pocte neurénov (obr. 7.10).

7.3.1 Niektoré specialne efekty

I ked’ proces samoorganizacie v SOM prebehne pri pomerne Sirokom rozpéti jednotlivych
volitel'nych parametrov, existuji podmienky, pri ktorych proces zlyha. Na obr. 7.11a-c st
priklady neziaducich efektov, ktoré mozu vzniknit. Vsetky 3 simulacie boli nastavené na
20000 iteracii na datach s rovnomernym rozdelenim, pri pouziti siete 20x20 neurénov.

Efekt na obr. 7.11a vznikol v désledku prili§ rychleho poklesu parametra o (pomer dizok
prvej a druhej fazy ucenia bol 1:500), pri pravouhlom okoli so Standardnym poklesom
polomeru okolia A. Na obr. 7.11b je tzv. "motyli" efekt (dokonca kvézi dvojity)*, ktory

Poullity termin nema nijaky suvis s rovhomennym terminom poulJivanym v teorii chaosu.
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Obrazok 7.11. Niektoré $pecialne efekty, ktoré mézu vzniknit pri trénovani SOM: (a) Netplné rozvinutie siete
v dosledku rychleho poklesu c. (b) Tzv. "motyli" efekt spdsobeny rychlym poklesom ¢ v porovnani s poklesom
A. (¢) Tzv. "pinch" efekt vznikajuci pri prili§ pomalom poklese A.

moze vzniknat', ak nechame prili§ rychlo klesat’ A v porovnani s o (v simulacii bol pokles A
na hodnotu 1 pri gaussovskom okoli uz po prvej stotine iterdcii, zatial o o klesalo
Standardne). Obr. 7.11c ilustruje tzv. "pinch" efekt, ktory bol docieleny vd’aka pomalému
poklesu A (v simuldcii mal parameter A hodnotu 10 pocas prvej polovice iteracii, potom
jeho hodnota poklesla na 9).

7.3.2 Hranicny efekt

Pri pohlade na vysledné stavy sieti na obr. 7.8 vidiet, ze ich okrajové Casti st mierne
kontrahované smerom dovnutra. Tento okrajovy defekt je dosledkom asymetrie okolia (obr.
7.5), ktora spdsobuje, Ze vahové vektory okrajovych neuronov su Statisticky v priemere viac
adaptované smerom dovnutra siete. Ak je tento efekt neziaduci, mozno ho odstranit’ tak, ze
sa okolie algoritmicky uzavrie do slucky. Potom nastane situacia, ze vsetky neurony budua
pozicne ekvivalentné: v pripade retaze bude mat kaZdy neurén dvoch bezprostrednych
susedov, v pripade mriezky 6smich. Podobne sa hrani¢ny efekt prejavuje i v modeli s
lateralnou inhibiciou, kde to moZno obist’ analogicky — uzavretim spétnej viazby do slucky.

7.3.3 Magnifikacny faktor
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Na zaklade simulacii na datach s rovnomernym rozdelenim bolo vidiet’, ze vahové vektory
mali tendenciu rovnomerne pokryt’ "trénovaciu oblast" (obr. 7.8). Inymi slovami, SOM sa
snazila aproximovat’ funkciu hustoty vstupnych dat. Tento efekt sa prejavuje i v pripade
nerovnomernej distribucie vstupnych dat, coho vysledkom je odpovedajuce rozloZenie
vahovych vektorov. Na obr. 7.12 je znazornena situacia po natrénovani siete 20x20
neurénov na 2D datach zlozenych z dvoch gaussovskych rozdeleni. Ako vidiet’, v oblastiach
centier zhlukov je zhustené rozlozenie vahovych vektorov siete. Takuto tendenciu algoritmu
SOM mozno interpretovat’ ako snahu o optimalne rozlozenie svojich zdrojov.

Tato vlastnost’ algoritmu popisuje magnifikacny faktor (pocet vahovych vektorov
pripadajucich na jednotkova plochu vstupného priestoru), ktory nie je v tomto pripade
konstantny, ale je funkciou pozicie v mape. V jednorozmernom pripade sa da povedat,, Ze je

Obrazok 7.12. Ilustracia aproximacie funkcie hustoty dat s gaussovskym rozdelenim v rovine
pomocou SOM (20000 iteracii).

neurény

vahy

funkcia hustoty p(x)

Obrazok 7.13. Ilustracia aproximdcie funkcie hustoty jednoroz-mernych dat s
gaussovskym rozdelenim pomocou SOM.
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zhruba umerny funkcii hustoty dat p(x), ako vidiet’ na obr. 7.13. Tym, Ze si siet’ "vyhradi"
proporcionalne vacsi pocet neuréonov na reprezentdciu viac zahustenych oblasti, tym je jej
citlivost na zmenu dx (zmena vitazného neurénu pri malej zmene x) v tychto miestach
viGsia, a naopak.’

7.4 Teoreticka analyza algoritmu SOM

Kohonenov algoritmus v sebe skryva mnoho otazok, na ktoré je vo vSeobecnosti tazké najst
odpoved’. Problémy ako: Konverguje algoritmus vzdy? Nevystupuje tu problém lokalnych
minim? Kolko iterdcii treba na konvergenciu? Existuju optimalne hodnoty pre volbu
parametra o a funkcie okolia A(/,/*)? atd’., si analyzovatelné len v Specialnych,
jednoduchsich pripadoch, a preto sa viacSina doterajSich teoretickych praic o SOM
zameriavala na jednorozmerny pripad, tj. jednorozmerni SOM s jednorozmernymi
vstupmi. V zlozitejSich pripadoch je situdcia st'azena skutocnostou, ze [8] (a) sa nepodarilo
definovat’, ¢o je to korektne usporiadana konfiguracia vah v pripade dimenzie vyssej ako
jedna, a (b) Erwin a spol. dokazali, Zze v pripade spojitych dat nemozno vo vSeobecnosti
najst’ globalnu kriteridlnu (ucelova) funkciu, z ktorej by sa dal odvodit Kohonenov
algoritmus [15].

I v jednoduchsich pripadoch vystupuje niekol’ko matematickych problémov, ktoré
stivisia s procesom samoorganizacie. SU to: (a) vlastnost' vektorovej kvantizacie, (b)
hl'adanie kriterialnej funkcie minimalizovanej algoritmom SOM, (c) usporiadavanie vah a
(d) konvergencia vah SOM. O kazdom probléme sa stru¢ne zmienime v d’alSom texte.

7.4.1 Vektorova kvantizacia

Ak si na moment odmyslime Specificku ¢rtu SOM — usporiadanie neurénov v pravidelnej
Struktlre a s tym suvisiacu schopnost’ zachovania topologie — mozeme sa na SOM pozriet
ako na vektorovy kvantifikator.

Pri probléme vektorovej kvantifikdcie [21] je ulohou nahradit dant mnozinu alebo
distribuciu vstupnych dat X pocetne mensou mnozinou referenénych vektorov, nazyvanych
prototypy. Utel takejto nahrady sa uplatiiuje napr. pri prenose udajov v telekomunikéaciach
¢i v kompresii dat (obrazovych, recovych), ked’ sa dosiahne vyrazné znizenie objemu dat
pri minimalnom poklese kvality. Vd’aka vektorovej kvantizacii sta¢i namiesto celej mnoziny
X preniest’ (¢i uchovat’) len mnozinu prototypov spolu s informéaciou (index prototypu) o
prislusnosti kazdého vstupného vektora ku tomu-ktorému prototypu (na zéklade podobnosti
v zmysle euklidovskej vzdialenosti). Vektorovou kvantizaciou sa priestor X rozdeli na
disjunktné oblasti, ktoré tvoria tzv. Voronoiho mozaiky (obr. 7.14).

5 V biologickych sietach predstavuje tento efekt déle(itu vlastnost. Prejavom takejto reprezentacie

napr. v somatosenzorickej kére je skuto¢nost, [Je organizmus méa na svojom povrchu fyzicky viac i
mene;j citlivé miesta.
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Obrazok 7.14. Voronoiho mozaiky. Priestor je rozdeleny na
polyedralne oblasti urcujuce "sféry vplyvu" jednotlivych prototypov
(ozn. ako body) podla minima euklidovskej vzdialenosti. Hranice
medzi oblastami su tvorené hyperrovinami (na obr. useckami), ktoré
prechadzaju stredmi spojnic susednych prototypov a st na ne kolmé.

Kritériom vektorovej kvantizacie je najdenie optimalnych pozicii tychto prototypov
{W,- ti= 1,2,...,n} (pocet ktorych sa obycajne vopred stanovi), a to tak, aby sa
minimalizovala strednd kvadratickd odchylka medzi vstupom x a jeho prototypom w,,
pricom c=arg min||x— W,-||. V pripade spojitého rozdelenia dat daného funkciou hustoty
p(x) udava strednu kvadratickt odchylku (nazyvanu tiez chybou rekonstrukcie) vzt'ah

E=] _[Ix- wc||2.p(x) dx (7.7)

V diskrétnom pripade, ak vstupna mnozina pozostava z M prvkov, ma chyba rekonstrukcie

tvar
;
E=> |x-we
M=

Pri uvazovani, ze prototypy odpovedaju vahovym vektorom, predstavuje algoritmus SOM
Standardny vektorovy kvantifikator [36], ktory minimalizuje funkcional (7.7), resp. (7.8).
Sucasne je v8ak podmienkou A = 0, t.j. v kazdej iteracii sa adaptuje len vahovy vektor
vitazného neurénu (ucenie typu “vitaz berie vSetko”, angl. winner-takes-all).

Za ucelom vektorovej kvantizacie boli pouzité i zlozitejSie algoritmy so sutazenim,
pracujuce na principe “vitaz berie vacsinu” (angl. winner-takes-most) [1], jednym z ktorych
je aj Kohonenov algoritmus. Tieto zlozitejSie algoritmy su vdaka kooperdcii medzi
neurénmi schopné eliminovat’ neziaduce efekty vznikajice pri "winner-takes-all" pristupe,
ako napr. existencia "mftvych" neurénov (t.j. takych, ktoré st zo sit'aze vylicené a prestanu
sa ucit). Sucasne vSak vicSia zlozitost’ tychto algoritmov ma za nasledok, ze st vo
vSeobecnosti pritvrdym orieskom pre teoreticku analyzu.

2

(7.8)
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7.4.2 Kriteridalne funkcie

Ako v inych algoritmoch, i pri SOM vyplyva snaha najst’ kriteridlnu funkciu
minimalizovanu algoritmom adaptacie synaptickych vah z toho, ze taka funkcia by
umoznila zjednodusit’ teoreticki analyzu. V pripade Kohonenovho algoritmu bolo
dokazané, ze vo vSeobecnosti pri spojitej mnozine X taka globalna kriteridlna funkcia
neexistuje [15]. Vac¢sina prac sa preto zameriava na jednorozmerny pripad.

V $pecialnom pripade s nulovym okolim bolo ukazané, ze SOM funguje ako vektorovy
kvantifikator, ktory v spojitom pripade minimalizuje funkcional (7.7), resp. v diskrétnom
pripade (7.8). Pri nenulovom okoli je situacia zlozitejSia. Kohonen [27] analyzoval spojity
pripad, pre ktory navrhol funkcional

Ew)=Y [ 3 nik)x—wy|*p(x) ax (7.9)

i xeQ; k

Pri odvodzovani uéiaceho pravidla (vztah 7.4) ukazal, ze vypocitany gradient VE pozostava
z dvoch clenov: prvy €len predstavuje zmenu vah vnuatri Voronoiho buniek €; , druhy
vyjadruje posun hranic medzi nimi.

Erwin a spol. [15] navrhli namiesto jednej kriteridlnej funkcie systém takychto funkcii —
pre kazdy neurén jednu. Odvodzovanie adaptacného pravidla potom spocivalo v
minimalizacii kazdej z tychto funkcii zvlast. Podobne ako u Kohonena [27], i tu
pozostavala kazda kriteridlna funkcia z dvoch ¢lenov: prvy predstavoval chybu danu
poziciou vah, druhy vyjadroval zmenu hodnoty sumarnej kriteridlnej funkcie pri posune
hranic medzi Voronoiho bunkami. Stcasne bolo pozorované, ze v prvej faze ucenia, ked
vahy este nie st usporiadané, ma vacsiu hodnotu druhy clen, zatial’ Co vo faze doladenia
zase dominuje prvy ¢len.

Kohonen [27] Studoval i diskrétny pripad (mnoZina vstupov xp,x,,...,xy), v ktorom
navrhol kriterialnu funkciu tvaru

N
E(w):lNZZh(i",l) “xj—w,-“z (7.10)
=1 i

kde N udava pocet vstupov. Minimalizaciou funkcie (7.10) dospel k Standardnému tvaru
uciaceho pravidla pre SOM (vztah 7.4).

O nieCo skoér sa podobnym pristupom zaoberali Ritter a spol. [38], ktori navrhli
funkcional

157



E(W)=%Zh(/‘*, i) ij(xj—w,-)z (7.11)

X;€Q

kde p; je pravdepodobnost’, Ze zvoleny vstup bude mat’ hodnotu x;. Ukézali, Ze uciace
pravidlo pre SOM minimalizuje tento funkcional.

Snad’ najtplnejsie vysledky mozno najst’ v praci Ruzicku [41], kde bolo dokazané, Ze pre
siet’ pozostavajucu z n neurénov, s N vstupmi s rovnomernym rozdelenim mozno odvodit’
Kohonenov algoritmus minimalizaciou funkcionalu

E(w) =1N2n‘ z zn‘h(i, m).ij— Wm“z (7.12)

i=1 x;€Q; m=1

7.4.3 Usporiadavanie vih

Dokazy usporiadavania vah (samoorganizacie) existuju pre jednorozmerny pripad, pre ktory
je lahké definovat” stav usporiadania. Spravne usporiadanie predpokladd, Zze v retazi
neexistuji inverzie (nespravne zoradené trojice susednych véh), tj. vahy spiiaju jednu z
podmienok w;<w,<...<w, (vzostupné usporiadanie) alebo w, < w,; <..< w; (zostupné
usporiadanie).

Jednou z moznosti je definovat’ nejaky parameter, ktory kvantifikuje mieru usporiadania.
Kohonen [25] definoval pre ret'az n neurdnov a pripad jednorozmernych vstupov tzv. index
usporiadania

n
D=Z\W,—W,_1\—\W,,—W1\ (7.13)
i=2

a dokazal, ze pri ndhodnom vybere vstupov x z uvazovanej mnoziny tento index s
pravdepodobnostou jedna konverguje k nule (takmer istd konvergencia). Obdobny pristup
je pouzity v praci [18].

Stanovenie podmienky pre pokles indexu D v pripade jednorozmernej SOM je znacne
zjednodusené v praci [7], pricom odvodena podmienka je aplikovatelnd aj pre
viacrozmerné vstupy. Navyse, ako zd6éraznuju autori, ich pristup vnasa geometricky vhl'ad
do problému usporiadavania véh a intuitivne vysvetl'uje charakter problému, ktory vznika
pri snahe zovsSeobecnit’ zavery pre viacrozmernii SOM.

Pri alternativnom pristupe sa usporiadavanie vah chape ako Markovov nahodny proces,
pri¢om konfiguracia vah predstavuje stav procesu. Ciel'om je néjst’ tzv. absorbénli mnozinu
(ktora predstavuje usporiadanu konfiguraciu vah) a dokéazat, ze existuje sekvencia vstupov
(vyberanych nahodne, s nenulovou pravdepodobnostou), ktora s pravdepodobnost'ou jedna
zabezpeci vniknutie do tejto mnoziny v kone¢nom Case. Dokazy st uvedené napr. v [4, 15].

7.4.4 Konvergencia vah
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Problém konvergencie suvisi s usporiadavanim vah, avSak li§i sa v tom, Ze stav po
skonvergovani nemusi byt automaticky usporiadanym stavom (napr. v pripade lokalnych
minim kriteridlnej funkcie, ktoré existuju pri nevhodnej funkcii okolia [16]).

Jednorozmerny pripad bol analyzovany v pracach [24, 25]. Vychadzajuc z predpokladov,
ze vstupné data maji konstantni funkciu hustoty, Ze konStantné okolie zahfiia len
najbliz§ich susedov a Ze pociatocny stav je usporiadanym stavom, Kohonen ukazal, Ze zo
vSetkych takychto pociato¢nych stavov konverguju vahy s pravdepodobnostou jedna do
toho istého koneéného stavu. Pri tych istych podmienkach dospeli k podobnému zaveru i
Bouton a spol. [4]. VSeobecnejSia funkcia okolia bola aplikovana v praci [31], priCom
vysledky boli rozsirené i pre dvojrozmerny pripad (mapa s dvojrozmernymi vstupmi).

V pripade nerovnomernej distribucie dat zohrava tlohu lokalny magnifikacny faktor
M(x), ktory kvantifikuje, ako vahy aproximuju funkciu hustoty vstupnych dat P(x).
Vysledkom analyzy takéhoto vSeobecného pripadu [39] je vztah

M(x) o P(x)%/3 (7.14)

ktory mozno interpretovat’ tak, ze SOM ma tendenciu podhustovat’ vahami oblasti s
vysokou pravdepodobnost'ou vyskytu a prehustovat’ "riedke" oblasti. Treba pripomenut’, ze
odvodeny vztah sa vztahuje len na dva Specidlne pripady: jednorozmerny pripad
(jednorozmerna SOM, skalarne vstupy) a dvojrozmerny pripad (dvojrozmernda SOM,
dvojrozmerné vstupy), v ktorom vsak funkcia hustoty vstupov sa da vyjadrit' ako sicin
dvoch jednorozmernych funkcii hustot.

V praci [38] bola studovana konvergencia viacrozmernej SOM a bola zovSeobecnena na
pripady, ked’ sa dimenzia vstupu nezhoduje s dimenziou siete. Ritter a Schulten odvodili
nutné a postacujiice podmienky pre parameter ucenia o, ktoré zarucuju konvergenciu do
ustaleného stavu (7 je diskrétny Cas):

3 o(t) = oo (7.15)
=0
fim 0.()=0 (7.16)

V préaci bola studovana i stabilita takéhoto stavu v procese zmeny distribticie vstupnych dat.
Po natrénovani mapy na datach s dominantnou disperziou v dvoch smeroch (pozdiz ktorych
bola mapa rozvinuta), autori sledovali vplyv fluktuacii pri zvacSovani disperzie v tretom
smere, kolmom na dominantné dva. Na tomto priklade ilustrovali tendenciu SOM
reorganizovat’ sa v snahe aproximovat’ nova funkciu hustoty, ak bola prekrocena nejaka
kritickd hodnota disperzie v trefom smere. Tento fenomén oznacil Kohonen ako
automaticky vyber dimenzii priznakov [25] (pozri podkapitolu 7.6.1).

Doteraz najuniverzalnejsi vysledok zrejme poskytuje praca Yina a Allinsona [47], ktori
pri analyze uvazovali vSeobecny pripad viacrozmernej SOM s viacrozmernymi vstupmi.
Funkcia okolia bola taktiez vSeobecna — T'ubovolna monotonne klesajuca funkcia
centrovana okolo vitazného neurdnu. Autori pre takyto vSeobecny pripad formalne
dokazali, ze hodnoty vah SOM konverguju do pozicii, ktoré urcuju finalny efekt
aproximacie funkcie hustoty vstupnych dat.

V niektorych pracach sa autori venovali problému, ako optimalne modifikovat’ vel'kost
okolia A a parametra uéenia o tak, aby sa urychlila konvergencia procesu [9, 14]. Navrhnuté
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rieSenia porovnavali so Standardnym pristupom (t.j. s vopred zvolenymi funkciami okolia 4
i o a ich ad hoc aktualizaciou pocas ucenia), pricom vysledky boli lepSie v nimi
navrhnutych rieseniach.

7.5 DP verzia Kohonenovho algoritmu

Ako bolo spomenuté v podkapitole 7.2.1, vitazny neuréon mozno hladat’ i na zaklade inej
miery podobnosti, a to skalarneho sucinu

d;=w].x=|w].|x].cos, (7.17)

Takto dostavame DP (angl. Dot Product) verziu algoritmu SOM (Co je v skutoCnosti
prvotna verzia algoritmu [26], z ktorej potom preSiel Kohonen k ED verzii). Uciace
pravidlo tu spociva v Ciastocnej rotacii vahového vektora vitazného neurénu a jeho
topologickych susedov k vstupnému vektoru x (jedna sa v podstate o ucenie Hebbovho typu
s naslednym normovanim vah), a to podl'a vztahu
r*
w(t+1) = w, (D +a(d) h(i*, i) x (7.18)
[wi(0)+ o) H(, 1) X

pricom opét’ mozno pouzit’ okolie pravouhlé (rovnica 7.5) alebo gaussovské (rovnica 7.6).
Parameter o) predstavuje rychlost’ ucenia, podobne ako v Standardnej verzii algoritmu,
pociatocné hodnoty by v tomto pripade vSak mali byt >>1, aby sa urychlil proces
konvergencie. Normovanie vah je potrebné na to, aby sa zamedzil ich nekonecny rast pocas
ucenia. Sucasne sa tym dosiahne efekt vyberu vitaza na zaklade jediného parametra, a tym
je uhol medzi vahovym vektorom a aktualnym vstupnym vektorom (ako je zrejmé z rovnice
7.17). Tym, Ze vahy st normované, lezia na povrchu hypergule s dimenziou N-/. V principe
sa ponukaju dve moZznosti:

(a) Priamym aplikovanim DP verzie algoritmu SOM dostaneme aproximaciu vstupného
priestoru invariantni od normy vstupnych vektorov, t.j. vsetky vektory s tou istou
orientaciou budll zobrazované na ten isty vahovy vektor, ktory s nimi zviera najmensi uhol.
Takto sa napr. trojrozmerné vstupy premietnu na povrch gule, ¢o je dvojrozmerna plocha.

(b) Ak chceme aproximovat’ vstupny priestor podobne ako so Standardnou, ED verziou
Kohonenovho algoritmu, je potrebné najprv urobit’ transformaciu vstupnych dat do
priestoru s dimenziou o jednu vys$Sou. Takymto spdsobom napr. dvojrozmerni plochu
tvorent vektormi x = [x;,x,]" premietneme na povrch gule pridanim tretej, konstantnej
zlozky. Povodné dve zlozky vektora x takto predstavuji uhly, tretia odpovedd norme
vektora. Prevod zloZiek rozsireného vektora x = [x;,x,1]" zo sférickej suradnicovej
stistavy do kartezianskej suradnicovej stistavy [s1,52,53]" je dany trojicou vztahov
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Obrazok 7.15. Usporiadavanie vahovych vektorov poéas trénovania pomocou DP verzie algoritmu SOM. Cislo
vpravo dole oznacuje iteraciu.

s, =1-cos(x;)- cos(x,)
s, =1-sin(x;)- cos(x,) (7.19)

s5=1-sin(x,)

Ak vektory [s1,5,,53]” budeme predkladat’ DP-SOM ako vstupy pocas trénovania, siet’ bude
aproximovat’ dvojrozmerntl plochu v trojrozmernom priestore. Ked'ze tretia dimenzia je
redundantnd, mapované suradnice budu odpovedat’ povodnym suradniciam vektorov x.
Stcasne treba poznamenat,, ze transformacia (7.19) je jednoznacna, ak plati —n/2 <x; < m/2
a taktiez
—m/2<x,<T/2 .

Situacia je zobrazena na nasledovnej sérii obrazkov. Vstupnou mnozinou boli data s
rovnomernym rozdelenim na intervale <—1,1>2 , transformované pomocou vztahov (7.19) do

trojrozmerného priestoru, ¢im sa premietli na ¢ast’ pologule s kladnou prvou suradnicou.
Obr. 7.15a-c zobrazuji vahové vektory SOM, pre nazornost premietnuté do roviny s
nulovou x-ovou suradnicou. Ako vidiet, SOM v kone¢nej faze aproximuje trénovaciu
mnozinu.
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7.6 Zachovanie topologie

Zo simulacii SOM na dvojrozmernych datach s rovnomernym i nerovnomernym rozdelenim
bolo vidiet, ze mnozina vahovych vektorov mala tendenciu adekvatne pokryt’ datovu oblast’
(vlastnost’ vektorovej kvantizacie, podkapitola 7.4.1). Co je viak dolezité, vysledné
rozloZenie vah nadobudlo v oboch pripadoch formu, ktorG mozno intuitivne nazvat ako
usporiadanu. Inymi slovami, siet’ sa javila ako plne rozvinuta, bez nasilného krizenia uzlov
(vahovych vektorov). Takyto finalny stav siete suvisi s matematickym aspektom
realizovaného zobrazenia — vlastnostou zachovania topologie. Ttto vlastnost mozno
formulovat’ nasledovne:

Ak sa vstupny vektor x zobrazi na neuron i, potom vsetky vstupné vektory blizke
x (v zmysle euklidovskej metriky) sa zobrazia na ten isty neuron alebo na jeho
topologickych susedov.

Vlastnost’ zachovania topologie medzi vstupnym a vystupnym priestorom ma svoj vyznam.
Ako bolo spomenuté v tivode kapitoly, v biologickych neurdénovych sietach je vdaka
topografickym mapam dosiahnutd konzistentnd a vel'mi uspornd reprezentdcia geometrie
vstupnych stimulov. Z matematického pohl'adu nam takéto zobrazenie umoziuje zbavit' sa
redundantnych dimenzii a pracovat’ v kvalitativne rovnakom (topologicky ekvivalentnom)
vystupnom priestore. Takto sa nielen znizi vypoctova naroc¢nost rieSenej ulohy, ale navyse,
pri praci s datami vo vystupnom priestore moézu byt vysledky konkrétnej tlohy lepsie (napr.
pri Kklasifikacii dat [5]), nez by sa dosiahli s datami uvaZzovanymi v ich pdvodnej
reprezentacii, teda vstupnom priestore.

Podla matematickej definicie spojité zobrazenie medzi dvoma topologickymi priestormi
zachovava topologiu vtedy, ak je prosté (jednojednoznacné) a sucasne existuje k nemu
inverzné zobrazenie, ktoré je tiez spojité. Také zobrazenie sa nazyva homeomorfizmus. Z
tejto definicie mozno intuitivne dedukovat’, ze homeomorfné zobrazenie zachovava vztahy
podobnosti (blizkosti). Vol'nejSou poziadavkou pre zachovanie topologie je, Ze staci, ak
také zobrazenie zachovava len usporiadanie vztahov podobnosti (pozri obr. 7.16). Vyplyva
to z vety o topologickej ekvivalencii, ktorej dokaz mozno najst’ v praci [20]:

Veta (o topologickej ekvivalencii): Nech f a g su metriky a nech (X,f), (Y,g) su metrické
priestory so spocitatelnymi hustymi podmnoZinami® . Nech H : X—Y je bijektivne
zobrazenie také, ze plati:

VX, X0, X5, X4 € Xo (X, X5) < f(X5,X4) = 9g(H(X,), H(X,)) < g(H(x3),H(x,)) a
VYV Ve Ve €Y 9V Ys) < 9V Va) = fH(y,) H (V) < 9(H (y5), H (v,))

potom H je homeomorfizmus a priestory X a Y su topologicky ekvivalentné.

6 Takymto metrickym priestorom je napr. priestor X =9€N, N<eo, s euklidovskou metrikou

f=d.(xy)=lx-yl.
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Tato veta hovori, Ze pre zachovanie topologie je nutnou podmienkou to, aby usporiadanie
podobnosti (blizkosti) medzi dvojicami bodov vo vstupnom i vystupnom spojitom priestore
bolo monotéonne. Ked’ze toto je prisnejSia podmienka, nez aka je potrebna na to, aby
zobrazenie bolo homeomorfizmom, mozno H nazvat topologickym (topografickym)
homeomorfizmom [20].

V pripade diskrétnych priestorov (s ktorymi mame do Cinenia pri rieSeni praktickych
problémov pomocou SOM) nie je spojitost (podmienka homeomorfizmu) definovana
tradiénym spdsobom pomocou metriky. Mozeme vSak povedat, ze zobrazenie medzi
diskrétnymi priestormi, ktoré spifia vlastnost usporiadania podobnosti, je diskrétnou
aproximaciou topologického homeomorfizmu.

Pre potreby definovania vlastnosti zachovania topologie medzi diskrétnymi priestormi,
teda pri pouziti neurénovej siete, bola zavedend aj ind, praktickejSia definicia tejto
vlastnosti. Jej autorom je Martinetz [35], o praci ktorého sa eSte zmienime v podkapitole
7.9. Vychadza sa pri nej z predstavy, ze mame mnozinu vahovych vektorov, ktoré lezia na
myslenej nelinearnej ploche — variete M (angl. manifold) danej Struktirou vstupnych dat,
pricom uvazovanu SOM moézeme chapat’ ako graf pozostavajici z vrcholov (neurény) a
spajajucich hran (definujucich vztahy susednosti neurénov). Najprv je potrebné

Obrazok 7.16. Ilustricia zobrazenia H zachovavajuceho topologiu medzi
vstupnym priestorom X (s metrikou f) a vystupnym priestorom Y (s metrikou
2). Usporiadanie vzdjomnych vztahov podobnosti medzi prvkami x;, x2 a x3
ako aj medzi ich obrazmi y;, y2 a y3 (ziskanymi pomocou zobrazenia H) je
rovnaké, hoci vzajomné vzdialenosti obrazov st proporcionalne vécsie.
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zadefinovat’ susednost’ dvoch vektorov w;, w; (bodov v euklidovskom priestore). Situécia je
trividlna v jednorozmernom pripade (1D varieta M): dva body w;, w; s susedné, ak medzi
nimi nelezi ziaden bod w;. PouZijic termin Voronoiho polyédrov, ekvivalentnym tvrdenim
pre N-rozmerny priestor je: dva body w;, w; € R st susedné, ak ich Voronoiho polyédre su
susedné, tj. ak V; NV, # Q. Voronoiho polyéder je pre N-rozmerny pripad definovany ako

V,-:{XEEKN/”x—w,”st—wj ,j:1,2,...,n} i=12,..,n  (7.20)

Za ucelom zovseobecnenia definicie susednosti dvoch bodov vo viacrozmernom priestore,
tj. pre body w;, w; € M C R" bol zadefinovany pojem maskovany Voronoiho polyéder,
ktory predstavuje Cast’ Voronoiho polyédra, ktord lezi na variete M (lebo nas zaujima
susednost’ bodov w;, w; na podpriestore tvorenom touto varietou). Mnozina vSetkych
maskovanych ~ Voronoiho  polyédrov  tvori  celkovi  hyperplochu M, t;.
M= V,(M) U...u Vn(M) . Roz8irenie definicie susednosti je potom priame: Dva body w;, w; €
M < R" st susedné na M, ak ich maskované Voronoiho polyédre V,-(M) =VinM,
VI-(M) =V, M st susedné, tj. ak V,-(M) N Vj(M) # . Teraz mozeme pristipit’ k zamyslanej

definicii zobrazenia zachovavajiceho topologiu.

Definicia (zachovania topolégie): Nech G je graf (neurdonova siet) s vrcholmi i=1,2,....n a
hranami  (urcujucimi topoldogiu siete) definovanymi pomocou (symetrickej) matice
"susednosti" A s prvkami A; = {0,1}, i,j=1,...,.n. Nech M R" je dand varieta a nech S =
{Wi,..., w,} je mnozZina bodov wieM, z ktorych kazdy je priradeny k vrcholu i grafu G.

Potom graf G so svojimi vrcholmi i odpovedajucimi bodom w,e M predstavuje mapu
zachovavajiicu topologiu prave vtedy, ked plati, Ze zobrazenie ®g:M— G ako aj

. , . —1. ’ .7 i)
inverzné zobrazenie ®g':G— M zachovaivajii susednost.

Ostéva eSte objasnit’ vlastnost’ zachovania susednosti, ktord, ako vidiet’, musi platit’ oboma
smermi: Zobrazenie ®g:M— G zachovava susednost, ak kazdej dvojici bodov w;, w;

ktoré¢ st susedné na M, odpovedajii vrcholy i, j, ktoré su susedné v grafe G (obr. 7.17a).
Analogicky, zobrazenie <1>_S7:G—> M zachovava susednost, ak kazdej dvojici susednych
vrcholov i, j grafu G odpovedaji body w;, w;, ktoré su susedné na M (obr. 7.17b).
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Obrazok 7.17. Zobrazenie Stvorcovej variety M na tri grafy réznych topologii (ktoré su
umiestnené v hornej Casti obrazku). Kazdy z grafov ma 9 vrcholov, koreSpondujice vahové
vektory (zobrazené ako body) st rozmiestnené rovnomerne na ploche M. V prvych dvoch
pripadoch graf nezachovava topologiu, pretoze zachovanie susednosti plati v pripade (a) len v
"smere" zobrazenia

(I);; v pripade (b) len v "smere" ®g. Jedine v pripade (c) vlastnost’ zachovania topologie

plati.

Pri spatnom pohl'ade na predoslé podkapitoly je vidiet’, Ze s pripadmi (a) a (c) sme sa uz v
simuléciach stretli (obr. 7.8 a 7.10). Pripad (b) nastava v praktickych problémoch zriedka;
uz aj kvoli tomu, Ze dimenzia dat byva malokedy rovna jednej a topologiu siete obvykle
volime kvoli znazorniteInosti nanajvys rovni dvom. Ak sa zamyslime nad tym, ako
zachovanie topologie medzi varietou M a grafom G stviselo s volbou topologie SOM
(grafu), uvedomime si, ze vlastnost’ bola dodrzana, len ak sme pouzili SOM, ktorej
topoldgia méa dimenziu zhodnu s dimenziou dat (obr. 7.8), teda dva. Ret'az neurénov SOM
sice tiez aproximuje funkciu hustoty dat, avSak vlastnost’ zachovania topoldgie nemohla byt’
dodrzana, a to prave kvoli nerovnosti dimenzii. Pri pohl'ade na obr. 7.10 vidiet, Ze pre
niektoré oblasti vstupov je vlastnost’ splnena, t.j. Ze v ramci nich vybraté dva blizke vstupy
maju topologicky blizkych vitazov, ale sucasne mozno vybrat’ iné dva vstupy, pre ktoré to

neplati. Z pohl'adu definicie plati susednost’ len v opacnom smere, CI>751 .

Podmienka zhody dimenzii musi platit’ vo vSeobecnosti. Ak pracujeme s mnozinou dat,
ktorej prvky st popisané viacerymi suradnicami (x; € R"), Gasto nastava situacia, Ze prvky
x; nevypliiaju cely N-rozmerny priestor, ale len jeho ¢ast. Inymi slovami, skuto&na,
inherentna dimenzia geometrickej Struktliry tvorenej prvkami x; byva ¢asto mensia ako N.
Inherentna dimenzia je dand minimalnym poctom premennych, potrebnych na parametricky
popis uvazovanej mnoziny dat. Ak teda zvolime topologiu SOM’ tak, Ze jej dimenzia sa

7 Beline sa poulJivaju architektary v tvare mrie[/ky alebo retaze, molino poullit i trojrozmerny

"krystal". V principe je algoritmus SOM poullitelny i pre viacrozmerné architektury, avSak ma to viaceré
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bude zhodovat’ s inherentnou dimenziou dat, potom je pravdepodobné, Zze SOM sa nauci
aproximovat’ datovu Struktiru, navyse topologicky usporiadane. "Pravdepodobné" preto, Ze
spravna aproximacia nastava s vynimkou pripadov extrémnych nelinearit v datach.

Situacia je ilustrovana na obr. 7.18a. Datova mnozina bola generovana podla vztahu

z=2x% - y® + md(-0,2,0,2), pricom xe (-1, ye(-11) a md(;.) je generator

bieleho $umu na uvedenom intervale.® Vzhladom k tomu, Ze rozptyl v smere z-ovej osi je
relativne maly, inherentnd dimenzia generovanej mnoziny nimi tvorenej je len dva (pri
parametrizacii zohladnujucej maly aditivny Sum), hoci data lezia v trojrozmernom
priestore. Pri pouziti SOM dostaneme vysledok, ktorého projekcie do rovin tvorenych
dvojicami sturadnic su na obr. 7.18b-d. Vdaka zhode dimenzii je dvojrozmerna SOM
schopna pokryt’ (aproximovat’) nelinearnu Struktiiru (plochu) tvorenu datami.

Obrazok 7.18. (a) Datova Struktira tvaru sedla, a odpovedajuce priemety natrénovanej SOM (20x20
neurénov) do projekénych rovin (b) x-y, (¢) x-z a (d) y-z.

V praktickych problémoch z toho vyplyva nutnost’ a priori odhadnut’ inherentna dimenziu
dat a nasledne zvolit' siet s odpovedajlicou architekturou (topologiou). V pripade
nespravneho odhadu je potom potrebné vyskusat’ SOM s inou topologiou. Pri uspesnom
pouziti siete dostavame nelinedrne zobrazenie zo vstupného priestoru do priestoru
neuronov, ktoré ma ta dolezitu vlastnost, ze redukuje dimenziu popisu dat. Algoritmus
SOM teda umoziuje "objavit" a aproximovat nizkorozmerné nelinedrne Struktury pri
zachovani topologie, a to pri splneni vyssie spominanej podmienky zhody dimenzii. Pre
porovnanie, linearne $tatistické metddy ako napr. metdéda hlavnych komponent (angl.
principal component analysis, PCA) su schopné detekovat' len linedarne vztahy medzi
vstupnymi sturadnicami, v dosledku coho sa napr. Struktiira tvaru sedla (obr. 7.18a) javi ako
trojrozmerna, hoci jej inherentna dimenzia je rovna dvom.

nevyhody: s dimenziou exponencidlne narasta vypocCtovy €as i poCet potrebnych neurénov v sieti;
navyse, straca sa ilustrativnost vystupnej reprezentdcie, ktora je vizualizovatelna len pre architektary s
dimenziou < 3.

8 Zobrazeny utvar sice pre jednoduchost predstavuje pripad pre rmd(0,0), poullité data pre
trénovanie SOM vS8ak mali z-ovu zlo(lku "zaSumenu" podla stanoveného intervalu.
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7.6.1 Extrakcia a topologickée zobrazenie priznakov

Oba algoritmy — PCA i SOM — patria do kategérie algoritmov, ktoré umoziuju
extrahovat priznaky (angl. feature extraction), t.j. charakteristické crty vstupnych dat.
Utelom extrakcie priznakov je transformovat data do priestoru nizSej dimenzie (f
RY>RP), a to tak, aby sa ich vzdjomné vztahy (¢o mozno najviac) zachovali. Ma to dve
hlavné vyhody: (a) jednak sa tym znizi dimenzia popisu dat, ¢im sa zjednodusi ich d’alsie
spracovanie a (b) sucasne sa umozni vizualizcia a analyza dat (ak D<3).

Algoritmy na extrakciu priznakov su zalozené na klasickych pristupoch [42] alebo sa
jednd o algoritmy implementované pomocou neurdénovych sieti [33]. Hoci vécSina
"neurénovych" algoritmov na extrakciu priznakov je len priamou implementiciou
klasickych algoritmov (Co je i pripad PCA), neurdénovy pristup méa niektoré vyhody.
Napriklad, implementacia Sammonovho algoritmu pomocou neurdénovej siete uz ma
schopnost’ zovSeobecnenia, zatial' co povodny algoritmus tuto vlastnost’ nema [33].

V pripade PCA sa jedna o linearnu transformaciu f. Ta "najde" v datach hlavné
komponenty (angl. principal components), tvoriace ortogonalny stradnicovy systém, v
ktorych maju data maximalnu varianciu (stred novej suradnicovej sustavy sa pritom
presunie do taziska p, datovej mnoziny, pozri obr. 7.19a). V situacii na obr. 7.19a ide o
zobrazenie £ R* — R' (do smeru hlavnej komponenty p;). Na jeho implementéciu sta¢i
pouzit’ jeden linedarny neuréon s dvoma vstupmi (a jedno z pravidiel ucenia Hebbovho typu
[22]), pri¢om jeho vystup bude udavat hodnotu extrahovaného priznaku (suradnica v smere
p1). Kedze nova suradnica je linearnou kombindciou pdvodnych suradnic, v pripade
nelinedrnej Struktary dat sa strati po premietnuti do linearneho podpriestoru (kolmy priemet
bodov x na priamku p,) znacné mnozstvo informacie.

V pripade nelinearnej projekcie na krivku m(r) (obr. 7.19b) sa tato strata informacie
podstatne redukuje. Analogicky k linearnemu pripadu, m predstavuje hlavnu krivku (angl.
principal curve) uvazovanej mnoziny dat [37]. Krivka m je parametrizovana len jednou
premennou r, ktora udava poziciu bodu na krivke (vyjadreni napr. oblikovou
vzdialenost'ou bodu od koncového bodu krivky). Jednorozmerna SOM je schopna takuto
krivku diskrétne (t.j. kone¢nym poc¢tom) aproximovat’ pomocou svojich vahovych vektorov,
a zobrazenie vstupu x na vystupnu 1D reprezentaciu sa realizuje najdenim bodu (vahového
vektora) na krivke, ktory je najblizsie k x, t.j. w;= Jeho pozicia na krivke je dana indexom
i*, Co je diskrétna aproximacia parametra r. Ked'’ze m vystizne popisuje geometriu dat, jej
parameter r predstavuje ich charakteristicki ¢rtu — priznak, ktorého hodnota je pre
aktualny vstup i*. V pripade aproximacie dvojrozmernej plochy tvorenej datami hovorime o
hlavnej variete (angl. principal manifold), ktorej parametrom je vektor r s dvoma
nelinedrnymi suradnicami. Tie reprezentuju hodnoty dvoch extrahovanych priznakov.
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Obrazok 7.19. Premietnutie dat v 2D do jednorozmerného podpriestoru. (a) Linearna projekcia: PCA
najde v datach hlavné komponenty (zobrazena je len komponenta pi), ktoré su linearnou kombinaciou
povodnych stradnic xi, x2 a v ktorych maji data (vyznacené sivou oblast'ou) maximalnu varianciu. (b)
Nelinedrna projekcia: Data s premietnuté na krivku m(r), ktorej parameter » (popisujuci poziciu bodu
pozdiz krivky) je v nelinearnom vzt'ahu s pdvodnymi stradnicami. Je zrejmé, e z oboch 1D reprezentaci
predstavuje nelinearna projekcia lepsi popis uvazovanej mnoziny dat.

Okrem iného, rozdiel medzi PCA a SOM spociva v sposobe reprezentacie priznakov. Pri
PCA je na reprezentdciu jedného priznaku pouzity len jeden neurén (hodnota priznakov je
kvantifikovand vystupmi neurénov), v pripade SOM sa na reprezentacii podiel’aju vietky
neur6ény (hodnota priznakov je dand poziciou vitaza). S tym suvisi Specifickd vlastnost’
SOM — extrahované priznaky su fopologicky zobrazované (angl. feature mapping), a to
pozdiz koordinat mriezky SOM. Podobne, na rozdiel od PCA, v pripade SOM méze byt
interpretacia zobrazovanych priznakov v niektorych pripadoch obtiazna, ¢o samozrejme
zéavisi od typu dat a suvisi s faktom, Ze nepozname transformacny vztah f. Extrahované (a
zobrazované) priznaky nemusia mat’ ziaden fyzikalny vyznam. Siet’ si ich "zvoli" sama,
vylucne v zavislosti od geometrie dat.

7.6.2 Miery zachovania topologie

Na to, aby sme vedeli posudit’, ¢i nami zvolend SOM sa nachadza v usporiadanom stave,
potrebujeme mat’ nejaku informéciu, ktora charakterizuje
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jej stav (tj. pozicie jej vahovych vektorov), a to z hladiska zachovania topologie.
Najjednoduchsie je, ak taky kvantifikdtor — miera zachovania topologie — je vyjadreny
skalarnou hodnotou. Doteraz bolo navrhnutych niekol’ko takychto mier, pricom kazda ma
iné vlastnosti. Spomenieme si niektoré z nich.

Miera usporiadania ©. V praci [12] bola navrhnutd jednoducha skalarna miera, ktora
kvantifikuje pravidelnost’ usporiadania vahovych vektorov SOM a je aplikovatelna pre
Tubovol'nil dimenziu vdhovych vektorov. Bola definovana ako © = 64 [ 14, kde

1= (lwi=wi)

or= | Var (w;-w)

pricom E je stredna hodnota, Var je variancia a 4, predstavuje mnozinu dvojic indexov,

(7.21)

ktoré odpovedaju susednym neurénom v Struktare SOM, tj. A ={(i, j)|||r,-—rj||=1}.

Presnejsie povedané, ® odzrkadl'uje rovnomernost’ rozostupov medzi susednymi dvojicami
vahovych vektorov (kvantifikovani Standardnou odchylkou o©,), teda pri rovnomernom

rozostupe vah ® — 0. Tym, Ze © sa vzt'ahuje na okamzity stav siete, mozno ju aplikovat’
opétovne po kazdej iteracii (resp. kazdej n-tej iteracii), ¢im dostdvame informéaciu o stave
usporiadania vdhovych vektorov v priebehu ucenia. Miera ® ma vsak dva nedostatky: (1)
Pri vahovych vektoroch vyssich dimenzii podlicha dosledku vety o centralnej limite.” Ako
vyplyva zo vztahu pre disperziu normy mnoziny nahodnych vektorov, jej velkost sa pre
dostatocne velké n blizi ku konstantnej hodnote b, z ¢oho vyplyva, ze vektory su viac-
menej normované. Tym dostdvame pri aplikaciach s vysokorozmernymi datami hodnotu ©
= ( i v poCiato¢nom §tadiu ucenia, t.j. ked’ st vahy eSte neusporiadane rozloZené. Koniec
koncov, i v pripade nizkorozmernych vah méze © nadobudat "nesympaticky" nizku
hodnotu, ¢o je vSak v tomto pripade spdsobené vacsou hodnotou menovatela | (je zrejmé,
ze ak su vahy nahodne rozlozené, je priemerna vzdialenost susednych dvojic vécsia). (2)
Druhy nedostatok © spociva v tom, Ze je tazké z jej hodnoty ustdit’, ¢i architektura siete
vyhovuje dimenzii dat vstupnej mnoziny (pozri tab. 7.1).

Topograficky sucin P [2]. Podobne ako v predchadzajucom pripade, na vypocet P nie je
potrebna znalost’ o Statistike vstupnych dat, pocita sa vylu¢ne zo vzajomnych vzdialenosti
vahovych vektorov vo vstupnom priestore a zo vzdialenosti neurénov vo vystupnom
priestore. Vzt'ah pre vypocet P je nasledovny:

9 FERUCIRTI s \ . o . ,
Vetu o centralnej limite mozno struéne formulovall nasledovne: Majme mnozinu nahodnych vektorov

X=[x1,%2,....%] ", ktorych zlozky st nezavislé. Potom pre strednti hodnotu normy vektorov x a ich disperziu platia
vzllahy )y = E(xl)=van-b+QO1/n) a GﬁXH = Var(|x]) = b+0(1/ J/n). Parametre a a b zévisia vyluéne
od centralnych momentov radu 1, 2, 3 a 4, a to pod¥aa vz[lahov

a= /.12 + (72, b= (4/.120'2 —o*+ dupg +1g)/(4a), kde py = E((||x1| - /.l)k) je centralny moment k-tého radu.
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k din(Wj,Wn;ut 0)) dOUt(j, ngvut 0)) 2k
m=1 d"(w;,w ) 4°(ini0)

(7.22)

N N-1
N(N 1) Zkz_;log

kde N oznatuje podet neurénov, n(j) (resp. n2“(j)) predstavuje m-tého najblizsicho

suseda j-teho neurénu v priestore vah (resp. neurénov), d” sa vztahuje na vypodet
vzdialenosti v priestore vah a d ® na vypod&et fyzickych vzdialenosti neurénov v $truktiire
SOM.'" Ako vidiet,, vypocet P je zlozitej$i, avSak poskytuje viac informacie v porovnani s
mierou ©. Na zaklade hodnoty P mozno zistit, ¢i zvolena architektura siete "pasuje" na
vstupné data (v takom pripade P = 0); navyse dava informaciu o tom, ¢i v pripade potreby
treba znizit’ alebo zvysit' dimenziu architektury siete, aby sme dostali lepSiu hodnotu P. Z
hodndt uvedenych v tab. 7.1 vidiet, Ze najlepsi vysledok pre danu vstupni mnozinu bol
ziskany so sietou 16x16, ktord svojou Struktirou a pomerom dizok stran najlepie
odpoveda vstupnym datam. V inych pripadoch, podhodnotenie optimalnej dimenzie (pripad
retaze) znamena P < 0, nadhodnotenie dimenzie (krystal) ddva P > 0. V pripadoch 64x4 a
32x8 ma siet’ sice spravnu dimenziu, avSak vzhladom k pomeru jej stran sa siet’ javi ako
kvazi-jednorozmerna, preto P < 0.

Miera C. V praci [20] bola navrhnutd skalarna miera, ktord, pouZijic oznaenie pre
neurénovu siet’, ma tvar:

C=ZZF(i,j)~G(w,,wj) (7.23)

kde N je pocet neuronov, F je funkcia podobnosti vo vstupnom priestore, G vo vystupnom
priestore. Pri uvazovani funkcii /" a G ako euklidovskych vzdialenosti plati, Ze ¢im "lepsie"
zobrazenie, tym vicsia hodnota C. Uvedend miera bola odvodena z podmienky zachovania
usporiadania podobnosti medzi dvoma priestormi. Autor dokézal, ze ak medzi dvoma
priestormi existuje homeomorfizmus, tak zobrazenie, pri ktorom je zachované usporiadanie
podobnosti, ddva maximalnu hodnotu C. Z hodndt uvedenych v tabul’ke 7.1 mozno usudit,
ze v rédmci architektir tej istej dimenzie hodnota C odpoveda tej najlepsej, t.j. 16x16
neur6nov. Problematické je vSak na zéklade C urcit, ¢i zvolend architektira SOM vyhovuje
dimenzii vstupnych dat.

Reprezentacia dy-dx. Okrem skaldrnych mier uzito¢nou pomockou pri praci so SOM médze
byt i grafickd reprezentacia stavu. Prikladom takejto je reprezentacia dy-dx [11], ktorad
poskytuje graficki informdciu o pravidelnosti usporiadania siete (je v podstate
zovSeobecnenim miery ©). Spociva v zobrazeni vzajomnych vzdialenosti vahovych

10 Vzajomné vzdialenosti neurénov v. SOM nadobudaju len diskrétne hodnoty, a to 1J2_2JE ati

Vyplyva to z pravidelnosti usporiadania neurénov v uvazovanej Struktire, pricom vzdialenos] medzi dvoma
susednymi neurénmi je rovna jedne;j.
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vektorov  dy(i, j):“w,-— W]-H ako funkcie vzajomnych vzdialenosti im odpovedajicich

neurénov v S$truktare SOM, tj. dx(i, j)=Hl’,—rj” Vysledkom zobrazenia je mnozina

bodov, z ktorych kazdy odpoveda nejakej dvojici (i,j) a je zobrazeny v rovine dy-dx. Ako
vidiet’ na obr. 7.20, reprezentacia dy-dx graficky popisuje mieru korelacie medzi dy a dx,
ktora zavisi od stavu usporiadania vahovych vektorov. Da sa vSak ocakavat, Ze pri
aproximacii nelinearnych datovych struktir nebude stav usporiadania siete podla tejto
reprezentacie taky evidentny, ¢o vyplyva z komplikovanejsej korelacie medzi dy a dx.

Tabul’ka 7.1. Priemerné hodnoty spominanych mier zachovania topologie, pre rdzne
architektiry SOM po natrénovani. Vstupnou mnozinou boli vo vsetkych pripadoch

dvojrozmerné vektory s rovnomernym rozdelenim na intervale (0,1)2, vyberané nahodne.

Optimalnou architektirou spomedzi uvadzanych je siet’ typu 16x16 neurdnov, ktorad
najlepsie vyhovuje geometrii vstupnych dat.

Architektura SOM (C) P C
256 0,350+4,4% -0,1050£9,5% 1694182+1,7%
64x4 0,468%3,4% -0,0660£3,0% 529876%1,6%
32x8 0,356%7,0% -0,0301£3,3% 552382%1,3%
16x16 0,23245,0% 0,0005+4,0% 64924110,4%
10x10x2 0,604+0,7% 0,0076x3,9% 7366310,3%
6X6X6 0,501+12,% 0,0382+0,2% 9422020,4%
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Obrazok 7.20. Reprezenticia dy-dx dvojrozmernej SOM odpovedajica niektorym
stavom SOM podla obr. 7.9. Obrazok (a) odpoveda pociatoénému stavu, (b) odpoveda
stavu po 5000 iteraciach, (c) odpoveda findlnemu stavu (20000 iteracii).

7.7 Hybridné ucenie s uc¢itelom — algoritmy LVQ

Doteraz sme o SOM uvazovali ako o samoorganizovanom modeli, ktory je schopny
premietnut’ vstupné vzory do priestoru nizkej dimenzie, a to pri zachovani ich vzajomnych
topologickych vztahov. Teraz si ukdZzeme, ako mozno takito SOM nasledne pouzit' na
Statistické rozpoznavanie vzorov. Za tymto ucelom boli vyvinuté algoritmy LVQ (Learning
Vector Quantization) [29,25], ktoré sa aplikuji po natrénovani SOM. Ich ulohou je doladit’
vahové vektory tak, aby sa minimalizoval pocet chybnych klasifikacii, ktoré vznikaja v
doésledku prekryvu medzi triedami.

Pri ulohe Statistického rozpoznévania vzorov pracujeme s mnozinou X vstupnych vzorov
x, z ktorych kazdy patri do jednej z uvazovanych tried. Ulohou klasifikitora je po
predlozeni vstupu x rozhodnit’, do ktorej triedy patri. V pripade SOM sa klasifikacia vstupu
x uréi na zéklade navestia jemu najblizSiecho vahového vektora, ktoré podobne ako u
vSetkych vahovych vektorov oznacuje prisluSnost k tej-ktorej triede. Na rozdiel od
problému vektorovej kvantizacie, s ktorou sme sa stretli v podkapitole 7.4.1, tu nie je
doélezité, ktory konkrétny neurdn zvitazi; podstatné je, aby to bol jeden z neurdénov

;.

reprezentujucich tu "spravnu" triedu. Z toho mozno usudit, Ze problematické situdcie mézu
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vznikat’” prave v oblasti hranic medzi susediacimi triedami. Preto kI'icovym krokom je
stanovenie optimdlnych rozhodovacich pléch (dimenzie N-1 pri uvazovani XcR"), ktoré
rozdelia vstupny priestor X na zony prisliichajiice jednotlivym triedam.

+p(x) zéna chybnych Klasifikacii
|

| Bayesovska deliaca Ciara

./ pre P(C) = P(C)
A
7

4 W, R
Obrazok 7.21. Ilustracia problému klasifikacie do dvoch tried v 1D pripade.
V dosledku prekryvu medzi triedami vznika nenulova chyba klasifikacie,
pri¢om aktualna zéna chybnych klasifikacii je vdcSia ako minimalna, ktora
by nastala v pripade, ak by deliaca Ciara medzi vahami bola totozna s
teoretickou bayesovskou.

Problém je v jednorozmernom pripade (vstupy i vahy skaldrne) znazorneny na obr. 7.21, na
ktorom je kazdd z dvoch tried i a j (s prekryvajucimi sa funkciami hustot p(x) a p,(x))
reprezentovand jednou vahou. V désledku neoptiméalnych pozicii véh je deliaca Ciara medzi
nimi (prava ¢iarkovana &iara) posunuta od optiméalnej bayesovskej, ktora spiita podmienku
(pozri napr. [44], kapitola 4)

X C).F(C;) = p(AC)-AC;) . (7.24)

kde p(x|C;) je funkcia hustoty vstupnych vzorov x, ktoré patria do triedy C; a P(C) je
apriorna pravdepodobnost’, Ze pri ndhodnom vybere vstupu x bude ten patrit’ do triedy C;.
Pri znalosti pravdepodobnosti figurujiicich v rovnosti (7.24) mozno uvazovat o
diskriminacnych funkciach tvaru 8,(x)=g(p(x|C)P(C))), kde g je T'ubovolnd monotdnne
rastlca funkcia. Klasifikacia sa potom vykona na zaklade najdenia max(J;(x)); na hraniciach
medzi triedami C; a C; plati 8,(x)=08,(x).

Snahou LVQ je aproximovat teoretické bayesovské hranice bez znalosti Statistiky
vstupnych dat. Podobne ako v algoritme SOM, i tu sa adaptdcia uskutocniuje iterativnym
posunom vahovych vektorov — prototypov, avSak vyuzivajic trénovacie vstupy s
navestiami, teda s ucitelom.

Prv nez mozno pristipit k algoritmu LVQ, je potrebné vahové vektory najprv
inicializovat’ a potom priradit navestie kazdému z nich. Jednou z moznosti inicializacie je
samotny algoritmus VQ (podkapitola 7.4.1), ktory ma tendenciu minimalizovat’ stredn
kvadraticka chybu (vztah 7.7, resp. 7.8). V pripade, ze sa da predpokladat’ vysoka
Struktirovanost’ dat (lezia na nizkorozmernom podpriestore), je efektivne pouzit na
inicializdciu SOM, ktora navySe umoziiuje odhalit’ a zobrazit’ vzajomné topologické vztahy
medzi vstupnymi vzormi.
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Nasledné priradenie navesti mozno realizovat’ tak, Ze pri testovani na reprezentativnej
mnozine vstupov so znamou klasifikdciou sa vyhodnoti pocetnost’ "vitazstiev" kazdého
prototypu a navestie sa ur¢i na zédklade vacsinového pravidla. Takymto spdsobom ziskame
pre kazdu triedu (obycajne) viacero prototypov, ktoré tvoria konvexné mnoziny.

LVQL1. Prva verzia algoritmu LVQ na doladenie prototypov vyuziva koncept "odmeny a
trestu" (ktory figuruje aj pri perceptrone), a to v aplikacii len na vitazny neurén (ndjdeny
podl’a minima euklidovskej vzdialenosti):

wi.(t+)=wi(D)+a()[x()-w.(t)], ak cls(x)=cls(w;.) 7.25)
wi(t+1)=w.(0) - a(t)[x() - w.(t)], ak cls(x)# cis(w;.) '
pricom o(f)e(0,1) je monotonne klesajiica funkcia, avSak s vyrazne menSou pociatocnou
hodnotou, radovo 0,01 (v porovnani s algoritmom SOM). cls(x) oznacduje triedu, do ktorej x
patri. Efekt, ktory mozno pozorovat pri LVQI1, je tendencia prototypov vzd’alovat’ sa od
bayesovskych hranic. LVQ1 je vSak stabilny pri "slusnom" tvare funkcii hustot jednotlivych
tried a vhodnej inicializacii prototypov.

LVQ2. Na rozdiel od LVQ1 sa v LVQ2 adaptuju v kazdej iteracii dva prototypy —
vitazného neurénu i* a druhého najblizSieho neurénu j k vstupu x. Snahou LVQ2 je
posunut’ deliacu ¢iaru medzi nimi smerom k pomyslenej bayesovskej hranici. Pre tento tcel
sa zavadza pojem "okna" W okolo deliacej Ciary, ako to vidiet na obr. 7.22.

hranice okna

e
Je

Obrazok 7.22. llustracia "okna" v 2D pripade.
Korekcie st definované ako

W (t+1) = wi(t) — a(t).[ x(1) - w;.(1)]

I IS /. =cl ) | . -
wit+) = wi+ o [xn-wn] T W cls(x) = cls(w)) # cis(w;.) (7.26)

pricom plati, ze x lezi v okne W, ak min(d,-*/dj,d- [ d.)>s, kde d/- =“X(t)— W/-“.

Hranice okna tvoria Apolloniove hyperplochy (dimenzie N-7), pricom ak w je relativna
Sirka okna W v jeho najuzSom mieste, tak s=(1-w)/(1+w). Optimalna velkost' okna zavisi
od poctu trénovacich vzorov: ¢im viac vzorov, tym uzSie okno mozno zvolit. Aby sa vSak
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dosiahla dobra Statisticka presnost, pocet vzorov ktoré "padni" do okna musi byt
dostatoéne vel’ky. Kohonen uvadza kompromisnii hodnotu w = 0,2.

Ako sa vSak ukazalo, po vdéSom pocte iteracii (rddovo 10000) spésoboval LVQ2
zhorSovanie vysledkov, a to kvoli jeho tendencii monoténne zmenSovat' vzdialenosti

“W,-*— w /” Na kompenzaciu tohto neziaduceho efektu navrhol Kohonen modifikaciu

LVQ2.1, vyuzivajuc rovnaké vztahy (7.26), avSak s podmienkou, Zze w; a w; su dva
najblizsie prototypy k x (teda i* nemusi byt vitaz) a sucasne plati xel/ a
cls(x)=cls(w))#cls(w;+). Takito modifikicia ma za nasledok dvojndsobny pocet korekcii
prototypov (v porovnani s LVQ?2), pricom je zabezpeceny i narast “W,-* -w j”, ¢im sa

zvySuje Statisticka presnost’ v uceni.

LVQ3. Nakolko i pri LVQ2.1 bolo pozorované ciastocné zhorSovanie vysledkov po
dlhsom trénovani v ddsledku posunov hrani¢nych prototypov do suboptimalnych pozicii,
prisiel autor s myslienkou zahrnut' do algoritmu efekt "kohézie" prototypov v ramci tried.
Tyka sa modifikacie prototypov v pripade jednoznacne klasifikovatelnych vstupov, t.j. tych,

ku ktorym st dva najblizsie prototypy z tej istej triedy. UCenie ma tvar
Wi (t+1) = wi(t) —a(t).[x() - w(t)]  pre xeW a cls(x) = cls(w) # cIs(w )

w(t+1) = wj(0) +a(t).[x(1) - w;(1)]
(7.27a)
W, (t+1)=w, (D +e.o(D).[x(D-w,(1)] ., ke{ij}

pre cls(x) = cls(w;) = cls(w;.) ~ (7.27b)
kde parameter € sa voli v zavislosti od velkosti okna: pri jeho malej Sirke musi byt’ € tiez
malé. Na zaklade simulacii dospel autor k zaveru, ze vhodnym rozsahom hodnét je interval
(0,1-0,5). Simulécie taktiez potvrdili stabilizatny Gc¢inok LVQ3 i pri rozsiahlejSich dobach
trénovania (radovo 100000). Vol'ba optimalnej verzie algoritmu zavisi od problému. Avsak
Statisticky vyznamné rozdiely vo vyslednej chybe klasifikacie sa v simulaciach nepotvrdili.

V ¢om sa verzie viac liSia, je ich stabilita. Z tohto hl'adiska je vhodnejsie volit LVQI alebo
LVQ3, ktoré maju stabiliza¢ny G¢inok i v dlhsich trénovacich cykloch.

7.8 Niektor¢ aplikacie SOM

Aplikacii SOM je vela, rozsiahly zoznam referencii na ne mozno najst v Kohonenovej
knihe o0 SOM [30]. Tu spomenieme aspon niektoré z nich.

Rozpoznavanie re¢i [28]. Tato aplikdcia SOM spociva v transformacii akustického
recového signalu na sekvenciu hlasok, tzv. foneticky prepis (ako napr. v slovencine
sekvencia d’-j-e-u-¢-a). Prostriedkom tejto transformacie je natrénovana SOM — tzv.
fonémova mapa (obr. 7.23), ktora svojou odpoved’ou je schopna lokalizovat odozvu na
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aktualny vstup x odpovedajici nejakej hlaske (fonéme). Aplikacia bola urobena pre finsky a
japonsky jazyk, a to predovsetkym z dvoch dévodov: (a) oba jazyky st inflexnymi jazykmi
(t.j. pribuzné slova sa v nich tvoria pomocou predp6n a pripon), preto je vyhodnejsie volit
malé akustické jednotky (hlasky, slabiky) ako objekty rozpoznavania, lebo ich pocet je
obmedzeny (rozpoznavanie na Urovni slov by prestavalo byt efektivne pri ich vysokom
pocte, pretoze kazdy tvar slova treba povazovat’ sa samostatnu kategoriu); (b) oba jazyky
obsahuju fonémy, ktoré su l'ahko rozliSitelné na zaklade ich stacionarnych spektralnych
vlastnosti.

Na to, aby bolo mozné trénovat SOM, je potrebné recovy signal predspracovat. Vo
vSeobecnosti existuje viacero spdsobov predspracovania reCového signalu, ktoré sa bezne
pouzivaji. Kohonen pouzil spektralnu analyzu. Predspracovanie signalu (po¢nuc krokom
(3) realizované na signalovom procesore) spocivalo v nasledovnych krokoch: (1)
dolnopriepustna filtracia s f = 5,3 kHz, (2) 12-bitova AD konverzia s frekvenciou
vzorkovania 13,02 kHz, (3) 256-bodova rychla Fourierova transforméacia (FFT) kazdych
9,83 ms pouzijuc Hammingovo okno, (4) logaritmizacia spektra a jeho vyhladenie, (5)
umiestnenie 15 zloziek vhodnym zlicenim komponent FFT v rozsahu 200-5000 Hz do
spektralneho vektora x, (6) centrovanie x okolo strednej hodnoty (odc¢itanim strednej
hodnoty od vsetkych zloziek), (7) normovanie x.

Takymto sposobom sa z kazdého okna konstantnej dizky 9,83 ms (ktorti mozno v redi
povazovat’ za Statisticky stacionarny usek) ziskala spektralna reprezentacia vo forme
vektora xe R". Po natrénovani SOM na takejto mnozine vektorov boli jednotlivym
neuréonom priradené navestia podla vécSinového pravidla, a vahy SOM boli pred
rozpoznavanim doladené pomocou LVQ (podkapitola 7.7). Pri testovani SOM
predstavovali odozvy (reprezentované poziciou vitaznych neurénov) v.SOM trajektoriu,
ktorej uzly odpovedali jednotlivym po sebe nasledujiicim vstupnym vektorom x. Z hl'adiska
nadobudnutej reprezentacie je zaujimave, ze siradnice SOM nemaju explicitny vyznam —
siet’ si ich vybrala automaticky pocas trénovania. Z vystupnej fonetickej sekvencie bolo
mozné dosiahnut’ ortograficky prepis s 90%-nou presnostou, priCom po odstraneni
koartikula¢nych efektov pomocou gramatickych pravidiel dosiahol implementovany
foneticky pisaci stroj presnost’ v rozsahu 92-97% v realnom case.

Obrazok 7.23. Fonémova mapa (s hexagondlnou Struktirou). Dvojité navestia oznacuju
neur6ny, ktoré reaguji na dve fonémy. Rozlisenie niektorych foném nie je spolahlivé, nutna je
doplnkova analyza. Prevzaté z [28].
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Obrazok 7.24. Schéma robotického systému s "externym zrakom" (uvazovany je neredundantny pripad —
robot s troma stupfiami volnosti). Dve kamery snimaju poziciu cielového objektu u# i koncového bodu
efektora v. Blok predspracovania obrazu extrahuje 4D vektor odpovedajuci konkrétnej pozicii v 3D vstupnom
priestore. Rameno robota je riadené trojicami prikazov vo forme uhlov natoCenia, ktoré su vystupom
neuronovej siete.

Robotika. Jednou zo zékladnych tloh v tejto oblasti je naucit’ robota umiestnit’ svoje
koncové rameno (efektor) do ziadanej polohy. Schéma realizovaného systému na rieSenie
tohto problému s pouzitim SOM je na obr. 7.24 [45].

Ciel'om je nau¢it’ neurénovu siet’ transformaciu :u e U R* — 0e R bez uditela.
Pristup spociva v adaptivnom kvantovani vstupného priestoru U na N disjunktnych oblasti
F;, ie {1,..,N} a aproximacii 6 v kazdej oblasti linearnym zobrazenim, ktoré sa postupne
"dolad’uje". Pocet oblasti N je dany zvolenym poctom neurénov SOM (s 3D architektirou),
z ktorych kazdému je priradeny vahovy vektor w; € R* aproximujici tazisko oblasti F,
vystupny vektor 0; a matica 4; (typu 3x4), ktoré spolu urcuju linearny Taylorov rozvoj 6(u)
v ramci F:

o(u)=0,+A.(u-w,). (7.28)

Na adaptaciu vah neurénov ako aj ich vystupov 8; a A; je pouzity roz§ireny algoritmus

SOM'"! (ako aj algoritmus "neural gas" [34])

1 RozSirenie algoritmu SOM spodiva prave v priradeni maticového vystupu jednotlivym neurénom

a vyulliti vlastnosti zachovania topoldgie pri ich adaptacii.
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w,—w;+e h(i,i*).(u-w,)
0, 0,+€.h(ii*).A0; (7.29)
A — A +e.0(i,i*).AA

kde €, €', h(i*.i) a h'(i*.i) s Standardné parametre SOM, veli¢iny AO;, A4; sa vypocitaju
sposobom blizsie opisanym v [45]. Ucenie prebieha tak, ze v kazdom trénovacom kroku sa
zada cielova pozicia u a rameno robota sa iterativne priblizuje k ciel'u. V prvom priblizeni
sa najde vitaz a pozadované uhly sa vypo¢itaju podl'a (7.28). Dalej sa generovany vystup
ziska iterativnym sposobom, a to vahovanym spriemernenim prispevkov od vsetkych
neur6nov v okoli vitaza podl'a rekurentného vztahu

0% =9 ,+s‘72 h(i*, ). A,.(u—V,) (7.30)

kde s= Z h(i*, i) a v, je pozicia efektora v n-tej iteracii. Opakovane sa aplikuji uciace
I

pravidla (7.29). Po predlozeni asi 3000 cielovych pozicii je robot schopny dosiahnut
ziadant poziciu s presnostou 1,3 mm, pricom, ako uvadzaju autori, ta by sa dala este zvysit’
pouzitim kamier s lepSou rozliSovacou schopnost'ou.

Formovanie hierarchickych reprezentacii. SOM je schopnd topologicky zobrazit
hierarchické vztahy medzi jednotlivymi vstupnymi prvkami, pokial su tieto vhodne
popisané pomocou svojich stradnic [25]. Na ilustraciu tejto lohy mozno pouzit
reprezentaciu podla tab. 7.2.

hupka 7.2 VINoZiNa prvkov pouZitd na_formovanic nierarchickej TepreZentacie.
Kazd z prvkov (ozn. A, B, C,...) predstavujec5-rozmerny wektor se sturadnicami

danyndi v odpovedajucom stipci pod nim. | »# = ¢ * ¢ r e e x e

)
0 0 0
0<é?)

00 0 00000 00 0 0

Obrazok 7.25. (a) Minimalny strom grafu dat uvedenych v tab. 7.
pomocou SOM.
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Vztahy medzi jednotlivymi prvkami mnoziny mozno zobrazit' klasickou metdédou, ¢im
ziskame minimalny strom (obr. 7.25a). Pri pouziti SOM na tych istych datach dostaneme
mapu ako napr. na obr. 7.25b. Podobnost medzi oboma vyobrazeniami je zrejma:
jednotlivé "vetvy" v SOM st sice vselijako stoCené (tak, aby sa "zmestili" do mapy), avSak
topologické vztahy medzi susednymi vzormi s v podstate rovnaké.
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Obrazok 7.26. (a) Usporiadanie symbolov v SOM podla ich atribatov. Ohrani¢ené oblasti odpovedaji
jednotlivym symbolom, v ramci kazdej z nich je neurén s maximalnou odozvou oznaceny symbolom
triedy. Usporiadanost’ je evidentna medzi zvieracimi druhmi (oddelenymi hrubsimi ¢iarami) i v rdmci nich.
(b) "Sémanticka mapa" symbolov vygenerovana na zaklade vzorov symbol—dvojslovny kontext.
Separované oblasti oznacuju jednotlivé slovné druhy, v rdmci ktorych je navySe evidentna usporiadanost’
podl'a vyznamu zastipenych symbolov.

Topografické mapy abstraktnych dat. V pripade abstraktnych, symbolickych dat vznika
otazka, ako mozno u tych zistovat’ a zobrazovat’ ich vzajomné, sémantické vztahy [40]. V
pripade fyzikalne relevantnych dat to nie je problém, pretoze ich samotna reprezentacia
odzrkadl'uje vzajomné vztahy podobnosti (napr. blizkost’ odpovedajticich suradnic dvoch
vektorov v zmysle euklidovskej metriky). AvSak v pripade symbolov (napr. slov
prirodzeného jazyka) to neplati, pretoze medzi kédom symbolu (reprezentované¢ho napr.
pisomnou formou) a jeho vyznamom nie je ziadna suvislost. KedZze vztahy medzi
symbolmi nie su zistitelné z ich kédovych reprezentacii, je potrebné ich prezentovat v
spétosti s kontextom, v ktorom sa vyskytuju.

V prvom priklade bol kontext kazdého symbolu (meno zvierata) reprezentovany
vektorom binarnych atributov (pritomnost’ atribiitu oznacena jednotkou, absencia nulou)
ako vel'kost’ zvierata (malé, stredné, vel'keé), vonkajsi popis tela (ma 2 nohy, 4 nohy, srst,
kopyta, hrivu, perie) a ¢o rado robi (lovi, beha, lieta, plava). Takyto 13-rozmerny vektor
atributov x, bol vygenerovany pre kazdé zviera, pricom kody zvierat x, boli zamerne
vytvorené tak, aby neniesli ziadnu informaciu o vzajomnej podobnosti medzi symbolmi:
kazdy vektor x,; obsahoval samé nuly, az na jednu hodnotu a, ktora figurovala na pozicii
udavajucej poradové ¢islo zvierata (1-16). Oba vektory boli zli¢ené v jeden 29-rozmerny
vektor x=[x,,x,]" charakterizujuci kazdé zviera, priCom hodnota a bola stanovena na a =
0,2, aby vplyv atribiitovej ¢asti vektora x (nositel’ informacie o zvierati) bol va¢si ako vplyv
symbolovej Casti. Vektory x boli napokon normované kvoli lepsej stabilizacii ucenia. Pocas
trénovania bolo SOM prezentovanych 2000 ndhodne vyberanych vzorov x z 16-prvkovej
mnoziny. Proces uréovania navesti bol vSak realizovany na zaklade vektorov x:[xS,O]T,
¢oho vysledkom je mapa na obr. 7.26a. Kvalitativne rovnaku reprezentaciu by sme dostali i
pri pouziti x=[x,x,]" , z ¢oho vyplyva, Ze hoci reprezenticia vzdjomnych vztahov
podobnosti bola ziskana vd’aka pritomnosti atribitovych Casti pocas trénovania, spravna
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odozva SOM v testovacej faze sa generuje i pri absencii x,, t.j. len na zaklade symbolovej
Casti.

V druhej ukazke je kontext symbolu reprezentovany pomocou inych symbolov, ako to
mozno pozorovat v prirodzenom jazyku. Uvazovand mnozina 30 symbolov zahriiovala
podstatné mend, slovesa a prislovky. Generované trénovacie vzory pozostavali zo
zmysluplnych trojslovnych viet (napr. Robo pomaly bezi, lev je médso, atd’.), pricom kazdy z
troch symbolov bol nejako kddovany ako 7-rozmerny vektor. Opét’, aby sa zvyraznil vplyv
kontextu, bol parameter a v symbolovej Casti stanoveny na a = 0,2. Po natrénovani na 2000
(21-rozmernych) vstupnych vzoroch tvaru x=[x,x,]” boli navestia uréené opit len na
zaklade symbolovej Casti a vysledkom je mapa na obr. 7.26b.

Z uvedenych prikladov vyplyva, ze SOM mozno pouzit' i na generovanie topologicky
usporiadanych zobrazeni symbolickych dat za predpokladu, Ze tie st prezentované v
kontexte, ktory nejakym spésobom popisuje vztahy podobnosti medzi nimi.

7.9 Pribuzné algoritmy

I napriek Gspesnosti pouzitia SOM v roznych aplikdciach ma algoritmus SOM niektoré
nedostatky. Patria k nim najma tieto fakty:

o forma Struktury, dimenzia mapy i pocet neuronov SOM st definované a priori
e moznost’ vzniku "mftvych" neurébnov

o diskrétnost’ a "rovnomernost™ projekcie.

Pri pouziti SOM sa a priori predpoklada, ze vstupné data lezia (najCastejSie) na dvoj- alebo
jednorozmernom podpriestore, ¢o je nutna ale nepostaujuca podmienka uspesnej
pouzitelnosti SOM, a podla toho sa voli dimenzia mapy (v pripade 2D obycajne
§tvorcového tvaru). Ak maji data naozaj odhadovanu dimenziu a navySe im "vyhovuje"
Standardna Struktira mapy (myslia sa tym bezne pouzivané formy retaze a mriezky), potom
SOM predstavuje efektivny a ilustrativny prostriedok zobrazenia ich topologickych
vztahov, ¢o mozno vyuzit’ napr. pri naslednej klasifikacii v tomto vystupnom priestore.
Pouzitie SOM ako prostriedku na analyzu dat je vSak obmedzené. Obmedzenost jej
vseobecného pouzitia spocCiva prave v tom, Ze vyzaduje apriorny odhad inherentnej
dimenzie dat — informacie, ktora ma byt prave jednym z vysledkov ich analyzy! Takisto,
zvoleny pocet neuréonov nemusi byt optimalny: prili§ malo neurénov zniZuje presnost
aproximacie, ich privysoky pocet spdsobuje narast vypoctovej zlozitosti s moznostou
neadekvatneho zvysenia presnosti aproximacie.

Fixovanie formy $truktury ($tvorcové, obdiznikovd) moze mat v zavislosti od $truktiry
dat za nasledok vznik tzv. "mftvych" neurénov (napr. ak data pozostavaju zo vzdialenych
zhlukov), t.j. takych, ktorych vahové vektory zakotvia v oblastiach s nulovou
pravdepodobnost’'ou vyskytu vstupov. Inymi slovami, ide o neurdny, ktoré nikdy nezvitazia,
preto ostavaji nevyuzité.

Diskrétnost a "rovnomernost” projekcie znamena, Zze konkrétny vstupny vektor sa
premietne na jediny (vitazny) neurdn, ktorého stradnice v mape mézu nadobudat’ len
rovnomerne vzdialené diskrétne hodnoty (1,2,...). V niektorych aplikaciach moze byt tato
skuto¢nost’ nevyhodou (nedostato¢na presnost), ¢o je na druhej strane mozné eliminovat’
plo$nym zvySenim poctu neurénov.
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Uvedené fakty boli podnetmi pre navrh pribuznych algoritmov samo-organizacie v snahe
odstranit’ tieto nedostatky, alebo aspon niektoré z nich. Stru¢ne sa o niektorych z nich
zmienime.

VQP (Vector Quantization and Projection) [13]. Vystizny ndzov napoveda, Ze vstupné
data st najprv vektorovo kvantované (vo vstupnom priestore), a potom projektované do
priestoru nizsej dimenzie, a to s cielom zachovania topoldgie. Spolo¢nymi znakmi so SOM
je to, ze dimenziu vystupného priestoru a pocet neurdnov treba tiez a priori zvolit, avsak
odli$nost’ spociva v tom, ze VQP nepredpoklada ziadnu geometrick Strukturu neurénov
(teda ani funkcia okolia tu nefiguruje). Kazdému neurénu i je priradeny vstupny vektor
x; € R (odpovedajuci vahovému vektoru w; v SOM) a vystupny vektor y;eR”
(odpovedajuci vektoru r; v. SOM), pricom P<N. Neurény na vystupe teda nemaju
zafixované pozicie, navyse v pravidelnej Struktire ako u SOM, ale ur¢enie ich optimalnych
pozicii je prave cielom algoritmu VQP. Prvym krokom je vektorova kvantizacia vstupného
priestoru (t.j. najdenie prototypov x;), na ktort autori aplikovali vylepSent modifikaciu
algoritmu "neural gas" [34]. Nasledna projekcia prototypov, ktorej kritériom je zachovanie
lokalnej topologie, sa odvadza z minimalizacie chybovej funkcie tvaru

1 2
E=EZZ(XU—YU) F(Y)) (7.31)
i i
pricom X;=d(x;x;) a X;=d(x;x;), kde d(.,.)predstavuje euklidovski vzdialenost. F{(.) je
pozitivna, monoténne klesajuca funkcia, aby podporovala zachovanie lokalnej topologie:

¢im mensia vzajomna vzdialenost’ dvoch bodov na vystupe, tym vacsi je ich prispevok v
chybovej funkcii. Vysledkom Standardnej gradientovej metody je vztah pre

Ay; =azj¢,-G(Xif’Yf/)(yf —¥;), z €oho vyplyva vypoctova zlozitost' radu Oo(n*), lebo

ako vidiet’, adaptuju sa vSetky neurony, pricom posun kazdého z nich sa vypocitava ako
sumdcia cez vSetky ostatné neurony. V snahe znizit' vypoctovu zlozitost’ pri zachovani
presnosti dospeli autori k myslienke vybrat’ v kazdom adaptacnom kroku len jeden neurén
(vitaza pre aktualny vstup) a adaptovat’ vSetky ostatné neurény podla pravidla (toho istého,
ale bez sumacie)

X.—Y.
Ay; = a2 —L2F(Y;) = (X;- V). F ()] (v, - vi) Vil (132)

=

kde F’ oznacuje derivaciu. Tym sa vypoctova zlozitost' znizila na O(n). V porovnani so
SOM je algoritmus VQP rychlejsi, a vdaka "volnej" geometrii vystupnych vektorov je
schopny aproximovat’ datové struktury bez vzniku "mftvych" neurénov.

TRN (Topology Representing Network) [35]. Na tento algoritmus sa mozno pozerat’ ako
na aproximaciu datovej Struktiry pomocou (neorientovaného) grafu. Jeho vysledkom su
pozicie uzlov (neurénov), ktorych pocet n sa vopred stanovi (ako u SOM), a Stvorcova
matica spojeni C[nxn] definujuca existenciu hran medzi nimi (t.j. ak hrana medzi uzlami i, j
existuje, potom C;>0, inak C;=0), pricom podmienkou je zachovanie topologie (v zmysle
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Obrazok 7.27. Komplexna datova Struktira pozostdvajuca z jedno-,
dvoj- a trojrozmernej Casti, aproximovana grafom TRN (prevzaté z

[35D-

definicie uvedenej v podkapitole 7.6). Avsak na rozdiel od SOM i VQP, vystupna
reprezentacia (pozicie uzlov) ma dimenziu vstupného priestoru, teda N. Inymi slovami,
generovana projekcia (na uvazovany graf) nie je sprevadzanad explicitnou redukciou
dimenzie. TRN je kombinaciou algoritmu "neural gas" [34], ktorym sa adaptuju uzly, a
Hebbovho ugenia so sutazenim,'’ ktoré slizi na vytvaranie novych resp. eliminiciu
existujucich hran. Adaptacia uzlov sa realizuje podl'a vztahu (podobného ako u SOM)

w; (t+1)=w;(1)+o(t).exp(=k; | M1).[ x— w;(1)] (7.33)

kde parametre o(t)a A(f) st funkcie monotoénne klesajuce v Case, k; uddva pocet
neurénov j, pre ktoré pri danom vstupe x plati: "X— w /” < ||X - Wi"' Takto sa v kazdej

iteracii stanovi sekvencia neurdnov iy,iy,...,i,.; (podla blizkosti k aktudlnemu vstupu) a
modifikacia prvkov matice C, ktoré boli pri inicializacii nastavené na 0, sa realizuje
nasledovnou trojicou krokov:

() ak C;; =0, spojuzly i a iy, tj. prirad’ C;; >0

(if) resetuj "vek" hrany fy—i;, tj. (ip,i;) < 0 a zvys "vek" vSetkych spojeni s
vitazom, t.j. H(iy, j) < t(ig,/)+1 VI Cfo/' >0

(iii) zrus vSetky spojenia s vitazom, ktorych vek presiahol limit 7, t.j.

nastav Ciof «0,Vj| (Cio/' >0)A(H(ip, )>T).

Pri modifikéacii spojeni (hran) 0,0,1 podl'a vzt'ahu AC,-O,-1 o< ¥/;.y; sa vystup neurénov pocita
ako y; = f("x— W,-||), kde f je kladnd monotonne klesajica funkcia. Uvedeny algoritmus
umoziiuje skonstruovat’ graf, ktory je schopny aproximovat’ i zlozité Struktiry s réznou

dimenziou v jednotlivych jeho Castiach, ako napr. na obr. 7.27.

GCS (Growing Cell Structures) [19]. Zatial' ¢o doteraz spominané modely pracovali s
vopred stanovenym, konStantnym poc¢tom neurénov, v GCS sa neurdny i pridavaju resp.

12 Hebbovo uciace pravidlo so sutallenim v podstate predstavuje syntézu dvoch principov:

korelaéného a kompeti¢ného.

182



uberaji. Algoritmus takto umoziuje aproximovat SirSie spektrum distribucii dat pri
zachovani lokalnej topologie, avsak limitujucim faktorom ostava to, ze vysledny graf je
monodimenzionalny, pri¢om topoldgiu grafu treba na zaiatku zvolit."> Navyse, vystupna
reprezentacia ma tu istd dimenziu ako vstupny priestor.

Algoritmus GCS v sebe zahiia tri kroky: redistribiicia neurénov (uzlov), pridanie
neurénu a odstranenie neuronu. Redistribucia sa realizuje v kazdej iteracii, podobne ako u
SOM. Rozhodnutie o naslednom pridani neurénu je zaloZené na nasledovnej myslienke:
kazdy uzol i ma priradeni chybovi premenntt err(/), ktord sa v pripade jeho vitazstva

inkrementuje o jeho vzdialenost’ od aktualneho vstupu, t.j. err(i) < err(i) + "X - W,-". Prilis

vysoka hodnota err(i) takto signalizuje, ze v danej oblasti grafu je nizka hustota neuréonov
(uzlov). Preto sa néjde "Cierna ovca" (bs) medzi neurénmi, t.j. ten s najvicSou hodnotou
err(i), a jeho najvzdialenej§i bezprostredny sused f (t.j. taky, ktory ma s nim spojenie). Do
stredu medzi ne sa vlozi novy neurdn (nn): W,,=(Wps+ W;)[2, a vytvoria sa jeho
spojenia s okolitymi neurénmi tak, aby sa zachovala topologia k-simplexov. Nasledne je
eSte potrebné adaptovat’ chybové premenné.

Odstranenie neurénu je potrebné najméd pri aproximovani nespojitej distribucie dat.
Vychédza sa z tvahy, ze ¢im dlhSie neurén nezvitazil, tym vicsia je pravdepodobnost’, ze
bude odstraneny.

DCS (Dynamic Cell Structures) [6]. Algoritmus DCS je zlucenim a rozsirenim myslienok
obsiahnutych vo modeloch TRN a GCS. Hlavny rozdiel oproti GCS spociva v tom, Ze
topologia konstruovaného grafu nema vopred dani dimenziu, ¢im sa dava moznost’ vzniku
multidimenzionalneho grafu (t.j. s réznou dimenziou v jeho castiach, ako na obr. 7.27).
Nové neurony sa vkladaji podobnym spdsobom ako u GCS: medzi neurén i s najvacsSou
hodnotou err(i) a jeho bezprostredného suseda j s druhou najvac¢sou hodnotou err( j); nie
vSak do stredu medzi ne, ale s proporciondlnym posunom podla pomeru hodnét ich
chybovych funkcii. Vitazny neurén sa adaptuje ako u SOM, neurdny s nim susediace podla
vztahu

AWJZOC(I').AI*].(X—W]) Vj:A,*j>0, j:1,2,...,n, (7.34)

pricom A;x su prvky matice susednosti (pozri definiciu, podkapitola 7.6), ktoré sa
modifikuji trochu zlozitej$im spésobom ako u TRN:

1 ak Yi-Yj =max{y,.y;}, kI=12...,n
Ai(t+1) = 0 ak Ay(f) <6 (7.35)
e.Ay(f) v ostatnych pripadoch.

13 Graf s k-dimenzialnou topoldgiou pozostava z k-simplexov, ¢o je jeho zakladny "stavebny blok", ktory

vznikne vzajomnym pospéjanim k+1 uzlov.
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TabulPka 7.3. Charakteristiky algoritmov samoorganizicie neuronovych sieti na
formovanie zobrazeni zachovavajicich topolégiu. Pod "redukciou dimenzie" sa mysli
znizenie dimenzie reprezentacie vystupnej informacie, "n=konst." oznacuje konstantny,
vopred stanoveny pocet neurdénov v sieti. "Monodimenzionalita grafu" znamena, ze graf
ma v celej svojej Strukture rovnaku dimenziu £, t.j. Ze pozostava len zo simplexov k-té€ho
radu. "Fixovanost’ topologie" sa vztahuje na apridrne urcenie Struktiry grafu.

Algoritmus Redukcia dim. n = konst. Monodim. graf | Fix. topoldgia
SOM ano ano ano ano
VQP ano ano ano nie
TRN nie ano nie nie
GCS nie nie ano nie
DCS nie nie nie nie

GSOM ano nie ano nie

Vo vztahu (7.35) y;= f(”x - W,-||) oznacuje vystup i-techo neurénu, kde f je kladna

monoténne klesajuca funkcia, € predstavuje konstantu zabudania, ktora spiia podmienku
0 <e<1,a 6 oznaduje prah eliminacie spojenia.

GSOM (Growing SOM) [3]. Tento algoritmus taktiez umoziuje pridavat neurdny
(podobne ako GCS a DCS), avsak s obmedzujicou podmienkou, Ze Struktura usporiadania
neur6nov ostava pravidelnou — v tvare (viacrozmernej) mriezKy. Z toho vyplyva nutnost’
pridavat’ nielen jednotlivé neurony, ale podl'a potreby i celé "pasy" ¢i "vrstvy" neurénov, ak
sa algoritmus "rozhodne" zvysit’ dimenziu grafu (napr. k existujucej retazi neurénov mozno
pridat bud’ jeden neurdn, alebo cely pas neuronov, ¢im sa z retaze stane mriezka).
Motivaciou pre takuto dynamiku narastu siete je fakt, ze vd’aka uchovanej pravidelnosti je
praca s takouto sietou podstatne jednoduchSia ako so vSeobecnym grafom, a navyse,
GSOM redukuje dimenziu popisu dat.

Porovnanim spominanych algoritmov samoorganizacie z hl'adiska ich charakteristickych ¢ft
dospejeme k prehladovej tabulke 7.3. Z pohladu vyssie uvedenych charakteristik sa
najuniverzalnej$im algoritmom spomedzi spominanych javi algoritmus DCS. Umoziiuje
pretransformovat’ vstupné data do podoby neorientovaného grafu, ktory svojou Struktirou
verne odpoveda datam v kazdej Casti vstupného priestoru. Takato univerzalnost vystupnej
Struktiry je na jednej strane vyhodou, avSak sucasne sa s tym podstatne stazi praca s
takouto vystupnou reprezentaciou. Je to prave kvoli jej nepravidelnosti, preto je nutné
spracovavat’ a uchovavat komplikované vztahy medzi jednotlivymi uzlami grafu. Naopak,
SOM je po tejto praktickej stranke vel'mi jednoduchd. To si mozno uvedomit’ uz pri jej
zobrazovani ako pravidelnej mriezky, vo faze programovania algoritmu, ¢i v naslednej
implementacii. GSOM predstavuje kompromis — zachovava si jednoduchost’ vystupnej
reprezentacie SOM (samotny algoritmus je vSak pochopitelne zlozitejsi), a sucasne je
pruznejsia pri aproximacii Struktary dat.

184



Literatira

(1]
(2]

(3]

(4]

(3]

(6]
(7]

(8]
(9]

[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

S.C. Ahalt, A.K. Krishnamurthy, P. Chen, and D.E. Melton. Competitive learning
algorithms for vector quantization. Neural Networks, 3(3):277-290, 1990.

H.-U. Bauer and K.R. Pawelzik. Quantifying the neighborhood preservation of self-
organizing feature maps. /[EEE Transactions on Neural Networks, 3(4):570-579,
1992.

H.-U. Bauer and T. Villmann. Growing a hypercubical output space in a self-
organizing feature map. Technical report TR-95-030, ICSI Berkeley, California,
1995.

C. Bouton, M. Cottrell, J.C. Fort, and G. Pagés. Self-organization and convergence
of the Kohonen algorithm. In: Probabilités Numériques (Eds. N. Bouleau and D.
Talay), INRIA, Paris, France, 163-180, 1991.

W.D. Brandt, H. Behme, and H.W. Strube. Bildung von Merkmalen zur
Spracherkennung mittels phonotopischer Karten. In: Fortschritte der Akustik-DAGA
91, Bad Honnef, Germany, 1057-1060, 1991.

J. Bruske and G. Sommer. Dynamic cell structures learns perfectly topology
preserving map. Neural Computation, 7:845-865, 1995.

M. Budinich and J.G. Taylor. On the ordering conditions for self-organizing maps.
In: Proc. of ICANN'94 (Eds. M. Marinaro and P.G. Morasso), Springer-Verlag,
London, UK, I. 347-349, 1994.

M. Cottrell, J.C. Fort, and G. Pagés. Two or three things that we know about the
Kohonen algorithm. Technical report No.31, Université Paris 1, France, 1994.

D.A. Critchley. Stable states, transitions and convergence in Kohonen self-
organizing maps. In: Proc. of ICANN'92, (Eds. 1. Alexander and J. Taylor), North-
Holland, Brighton, UK, 281-284, 1992.

P. Demartines. Analyse de données par réseaux de neurones auto-organisés.
Doktorska dizertacna praca, L'Institut National Polytechnique de Grenoble, France,
1994.

P. Demartines. Organization measures and representations of Kohonen maps. In:
First IFIP Working Group 10.6 Workshop (Ed. J. Hérault), 1992.

P. Demartines and F. Blayo. Kohonen self-organizing maps: Is the normalization
necessary? Complex Systems, 6:105-123, 1992.

P. Demartines and J. Hérault. Representation of nonlinear data structures through
fast VQP neural network. In: Neuronimes, 411-424, 1993.

E. Erwin, K. Obermayer, and K. Schulten. Convergence properties of self-organizing
maps. In: Artificial Neural Networks, (Eds. T. Kohonen et al), Elsevier, Amsterdam,
Netherlands, 409-414, 1991.

E. Erwin, K. Obermayer, and K. Schulten. Self-organizing maps: Ordering, converge
properties and energy functions. Biological Cybernetics, 67(1):47-55, 1992.

185



[16]

[17]

[18]

[19]
[20]
[21]
[22]
(23]
[24]
[25]

[26]

(27]

(28]

[29]

[30]
[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

E. Erwin, K. Obermayer, and K. Schulten. Self-organizing maps: Stationary states,
metastability and convergence rate. Biological Cybernetics, 67(1):35-45, 1992.

1. Farka$. On Vector-coded Feature Mapping Using Self-organizing Neural Maps.
Doktorska dizertacna praca, Fakulta elektrotechniky a informatiky, Slovenska
technicka univerzita v Bratislave, 1995.

E.A. Ferran. An ordering theorem that allows for ordering changes. In: Artificial
Neural Networks 2, (Eds. 1. Alexander and J. Taylor), North-Holland, Amsterdam,
Netherlands, 1:165-168, 1992.

B. Fritzke. Growing cell structures — a self organizing network for unsupervised
and supervised training. Neural Networks, 7(3):1441-1459, 1994.

G.J. Goodhill, S. Finch, and T.J. Sejnowski. Quantifying neighbourhood
preservation in topographic mappings. Technical report INC-9505, Institute for
Neural Computation, La Jolla, CA, 1995.

R.M. Gray. Vector quantization. I[EEE ASSP Magazine, 1:4-29, April 1984.

J. Hertz, A. Krogh, and R.G. Palmer. Introduction to the Theory of Neural
Computation. Addison-Wesley, 1991.

E.I. Knudsen, S. du Lac, and S.D. Esterly. Computational maps in the brain. Annual
Review of Neuroscience, 10:41-65, 1987.

T. Kohonen. Analysis of a simple self-organizing proces. Biological Cybernetics,
44(2):135-140, 1982.

T. Kohonen. Self-Organization and Associative Memory. Springer, 1988.

T. Kohonen. Self-organized formation of topologically correct feature maps.
Biological Cybernetics, 43(1):56-69, 1982.

T. Kohonen. Self-organizing maps: Optimization approaches. In: Artificial Neural
Networks (Eds. T.Kohonen et al.), North-Holland, Amsterdam, Netherlands, 11:981-
990, 1991.

T. Kohonen. Speech recognition based on topology-preserving neural maps. In:
Neural Computing Architectures, (Ed. 1. Alexander), North Oxford Academic
Publishers, 26-40, 1989.

T. Kohonen. Statistical pattern recognition revisited. In: Advanced Neural
Computers (Ed. R. Eckmiller), Elsevier Science Publ. B.V., North-Holland, 137-
144, 1990.

T. Kohonen. Self-Organizing Maps. Springer, 1995.

Z.-P. Lo, Y. Tu, and B. Bavarian. Analysis of the convergence properties of
topology preserving neural networks. /EEE Transactions on Neural Networks,
4(2):207-220, 1993.

C. von der Malsburg. Self-organization of orientation sensitive cells in the striate
cortex. Kybernetik,14:85-100,1973.

J. Mao and A.K. Jain. Artificial neural networks for feature extraction and
multivariate data projection. /[EEE Transactions on Neural Networks, 6(2):296-317,
1995.

T. Martinetz and K. Schulten. "Neural gas" network learns topologies. In: Artificial
Neural Networks, vol.l, (Eds. T.Kohonen et al.), North-Holland, 397-402, 1991.

T. Martinetz and K. Schulten. Topology representing networks. Neural Networks,
7(3):505-522, 1994.

186



[36]

[37]
[38]
[39]
[40]
[41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]

[47]

G. Pagés. Voronoi tesselation, space quantization algorithms and numerical
integration. Proc. of ESANN'93, D facto conf. services, Brussels, Belgium, 221-228,
1993.

H. Ritter, T. Martinetz, and K. Schulten. Neural Computation and Self-organizing
Maps: An Introduction, Addison-Wesley, 1992.

H. Ritter and K. Schulten. Kohonen self-organizing maps: Exploring their
computational capabilities. Proc. IEEE ICNN, San Diego, 109-116, 1988.

H. Ritter and K. Schulten. On the stationary state of Kohonen's self-organizing
sensory mapping. Biological Cybernetics, 54(2):99-106, 1986.

H. Ritter and T. Kohonen. Self-organizing semantic maps. Biological Cybernetics,
61(4):241-254, 1989.

P. Ruzicka. On convergence of learning results for topological maps. Neural
Network World, 4:413-424, 1993.

W. Siedlecki, K. Siedlecka, and J. Sklansky. Mapping techniques for exploratory
pattern analysis. In: Pattern Recognition and Artificial Intelligence, (Eds. E.S.
Gelsema and L.N. Kamnal), North-Holland, Amsterdam, Netherlands, 277-299,
1988.

A. Takeuchi and S. Amari. Formation of topographic maps and columnar
microstructures in nerve fields. Biological Cybernetics, 35:63-72, 1979.

J.T. Tou and R.C. Gonzalez. Pattern Recognition Principles. Addison-Wesley,
1974.

J.A. Walter and K. J. Schulten. Implementation of self-organizing neural networks
for visuo-motor control of an industrial robot. IEEE Transactions on Neural
Networks, 4(1):86-95, 1993.

D.J. Willshaw and C. von der Malsburg. How patterned neural connections can be
set up by self-organization. Proc. of the Royal Society of London B, 194:431-445,
1976.

H. Yin and N.M. Allinson. On the distribution and convergence of feature space in
self-organizing maps. Neural Computation, 7:1178-1187, 1995.

187



